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Licence de Mathématiques (L1)
TD n° 5 (Calcul d’intégrales).

Exercice 1 :

7 7 7 b b b
/ 2® — 2Pdr = / 22dr— 22dz (par linéarité de l'intégration, régle : / [a. f(z)+B.9(x)]dx = a.(/ f(z)d:v)+[3(/ g(z)dx)),
0 0 0 a a a
4 3
T T n, _ ozt . .
= [ 1 ] [ 3 ]0 (parce que la primitive /x de = 1 est connue et & savoir),
_[14_@ _[ﬁ_@ _ 2187 343 _ 5189
44 33" 4 3 127

7 7 7 b b b
(b) / 2* — zdr = / de:E*/ rdx (par linéarité de I'intégration, régle : / la. f(z)+B.9(x)]dx = a‘(/ f(x)da:)Jr,B(/ g(z)dz)),

-7 7 7
4 2 n+1
= [% T - [%]7,7 (parce que la primitive /x"da; = Z est connue et a savoir),
™o (=0t 7 (=72 2187 2187, 49 49
T R R T L

Remarque : la fonction z — 2® — z est impaire et I'intervalle [—7,7] est symétrique par rapport & 0, donc on pouvait dire tout de suite que
l'intégrale était nulle. En effet si f est impaire, on aura pour tout a > 0 :
a

f(x)dx = / f(—u)(—1)du avec le changement de variable w = —z qui donne dz = —du et échange a et —a,

—a
= / f(u)du car la fonction étant impaire on a : Yu, — f(—u) = f(u),
a

= _/ f(u)du en remettant les bornes dans le bon ordre.

On a donc en changeant la notation des variables muettes x et u par ¢ :

/ F(t)dt = 7/ f(t)dt:>/ F(t)dt = 0.

De toute fagon, ce résultat est évident sur un graphique représentant f, en interprétant ’intégrale comme une aire.

1 1
(C) / 2%dx = / 61n<2)zdm (car Ya > 0, Vb, a® = eln(a)Xb),
—1 1 —1
2 1 .
= [ a:]171 (car la primitive de e™* est —e™'™),
In(2) «
1

1.3
1
(d) / ot dz n’est pas définie car expression intégrée n’est pas définie si = 0, donc n’est pas définie partout sur [—1,1].
x
-1

_1 _1 b b b
(e) / ;135 dr = —/ 211 dx (par linéarité de l’intégration, regle : / la.f(z) + B.g(z)]dz = a.(/ f(x)dx) + ﬁ.(/ g(z)dz)),
0 0 a a a

0 b a
1
= / 2%dx (en inversant les bornes, régle / f(t)dt = 7/ f(t)dt, et en appliquant la régle a~° = =)
a
- a b



1 2
=3 /1 [2; In(z)]dz
= %[IHQ (l‘)ﬁ (car la 2.u’(z).u(x) est la dérivée de u?(x) pour toute fonction w)
2
= %[1112(2) - ln( 1)] = w (rappel : In(1) = 0).

—2
1 1 1
(g) / de n’est pas défini car quand z < 0, on a aussi — < 0 et In(=) n’est pas défini
_, WG x x

x

(rappel : In(t) n’est défini que si ¢ > 0, avec un résultat prenant n’importe quelle valeur positive ou négative).

(mté4%ﬁ;®dx—:l4hiwdx

= [ln(ln(w))]é (car In’(z) = %, et car une primitive de 1;((;)) est In[u(x)], quelle que soit la fonction u(x) > 0 - or In(xz) > 0six > 1),
= ln(ln(4)) - ln(lH(Q)) = ln( 122;;) = ln(ln(2)) (grace aux reégles In(ab) = In(a) + In(b),In(a/b) = In(a) — In(b), donc In(4) =
In(2 x 2) = In(2) + In(2) = 21n(2).)
(i) / cos(x)dm = [Sin(l‘)]g =0-0=0 (car sin est une primitive de cos, et sin(w) = sin(0) = 0).
0
" . ~_0_0 . - 1 _— .
(J) COS(51‘)d1’ = [* sm(5x)]0 = 575 =0 (rappel : si F(z) est primitive de f(z), alors EF(&.I) est primitive de f(a.z) ; Ici
a = 5(3.
% T . T,z 71' 1
(k) / cos(g)dac = [5 Sln(*)](;" = 551n(ﬁ) (rappel : si F(x) est primitive de f(z), alors ;F(a.x) est primitive de f(a.z) ; Ici
1
a==

(1) Casm#0: / cos(n.xz)dx = [% sin(na))§" = %[sin(Qnﬂ') —sin(0)] =0

27 27 b
Casn=0: / cos(O.x)d:v = / ldx =27 (rappel : / kdz = k(b — a) si k € R est une constante).
0 0 a

[cos[(n + m)z] + cos[(n — m)x]] dx

N | =

(mﬁﬁmm@mm@m—lh

Cas n # £m : alors n — m et n + m sont non nuls et on peut écrire :

T 1.1 . o 1
/0 3 [cos[(n + m)x] + cos[(n — m)x]] dx = 7[n e sin(n 4+ m)z|g” + =]

1
(grace a la formule cos(a) cos(b) = E[COS(Q + b) 4+ cos(a — b)]) ;

— sin(n —m)z]g™ =0 ;

2 2'n—

N =

Casn=m#0 : alors / [cos[(n + m)z] + cos[(n — m)x]] de = / % [cos[(2n)x] + Cos[Ox]] dx

0



= %[i sin(2n)z]5" +

2m 1
™ /0 dx 0+2[7T] T

L YN

27T 27
Cas n = —m # 0 : alors on a / cos(n — m)zdr = / cos(2n)zdxr = [2— sin(nz]d”™ = 0 et 'autre est lintégrale de
n
0 0
cos(0z) = 1 donc le tout vaut encore : .

27 2w
Casn=m=0: / cos(n.x) cos(m.x)dx = / dr = 2.
0 0

(n) , (o) : méme style de discussion. Cela vaut 0 sauf (o) quand n = £m # 0 auquel cas l'intégrale vaut .

1

b
Remarque : pour les intégrales trigonométrique, on peut retenir que les intégrales / ' dr = — [ew"b —e' e
a

- e ] se calculent comme pour les
[2e"
fonctions e®* avec o € R. Cela peut simplifier parfois les calculs, et de toute facon la forme complexe permet de retrouver les formules, comme :
1 ia —ia 1.3 —i
cos(a) cos(b) = [ (™ +e7 )] x [ (e byem™)
_ Z[eln,ezb T ei%emi 4 Tt 4 e—za,e—zh]
1 i i(a— i(b—a —i(a
Z[el(r-%—h)Jre( b) 4 ib—a) 4 o (+b)]
i ) ) ) 1
Z[(ez(a-%—b) + e—z(a+b)) + (ez(a—b) + e—z(a—b))] — 1[2 cos(a + b) + 2 cos(a — b)]

= %[cos(a + b) + cos(a — b)].

|
(p) ———dux : la fonction n’est pas définie sur tout l'intervalle car COS(E) =0.
o cos(x) 2

i), [C s,
(Q)/O cos(z) _3d - /1 cos(z) —/3d
— n(eos(@) =3 (car D

= —[In(| = 1—-3|) — In(|1 — 3])] = — In(4) + In(2) = In(2).

est la dérivée de In[|u(z)|] pour toute fonction u qui ne s’annule pas)

T ) 1 T ) 5
(r) / sin(z) cos(z)3dz = v 4(—sin(z)) cos” (z)dz
0 0
1
= —1[0084 (m)]g (car 4u’(z)u®(x) est la dérivée de u*(z) pour toute fonction u),
1 4
— _C[(=1D*-1]=
HeD -1=0
Exercice 2 :
3 3 1
(a) / h’l(x)dl‘ = / 1x ln(l‘)dl’ (on peut donc poser u/(x) = 1,v(x) = In(z) ce qui permet de choisir u(z) = x et impose v’ (z) = ;),
1 1
3 b b
1
= [.CE ln(m)ﬁ - / x X Edm (car la formule de 'intégration par partie s’écrit / o' (z)v(z)dz = [u(w)v(;v)]z —/ u(z)v' (z)dz),
1 a

avec [u(@)v(@)]% = u(b)o(b) - u(@)v(a),

3
= (3In(3) — 11n(1)) — / ldz =3In(3) —0— (3—1) = 3In(3) — 2.



1 1
x — z ’ x . . z s ’
(b) / re'dr = / e’ X xdx (on peut donc poser u'(z) = e”,v(x) = = ce qui permet de choisir u(z) = e” et impose v'(z) = 1),

b b
= [ezx]l,l — / e’ x ldx (car la formule de I'intégration par partie s’écrit / ' (x)v(z)de = [u(z)v(m)]z — / w(z)v (z)dx),

1 -1 e . . ~
= [16 — (—1)6 ] — [6z}_1 (car on peut prendre, comme primitive de I’exponentielle, I’exponentielle elle-méme),

27 2m
(C) / xsin(m)d:v = / sin(x) X xdx (on pose u/(z) = sin(z),v(z) = z ce qui permet de choisir u(z) = — cos(x) et impose
0 0
v (z) = 1),
27 b
= [— COS(I)QL‘]%7r - / (—cos(ac)) X ldx (car la formule de l'intégration par partie s’écrit / o' (z)v(z)dz = [u(w)v(w)]z -
b 0 a
/ u(z)v (z)dx),
“ 27 27
= [7 COS(27T) X (271’) — (7 COS(O)) X 0] + [sin(x)]gﬂ (car on a 7/ (—cos(x)) x ldz = +/ cos(z)dez,
0

0
et que sin(z) est primitive de cos(z)),

= [-27 + 0] + [sin(27) — sin(0)] = —27.

27 27
(d) / z° sin(a:)dz = / sin(a:) x z2dz (on pose u’(x) = sin(x),v(z) = x? ce qui permet de choisir u(z) = — cos(x) et impose
0 0
v (z) = 2a),
27
= [ cos(z)z*]5™ 7/ (—cos(z)) x xzdx
0
27
= [— COS(27I‘)(271’)2 — (— COS(O)).OQ] + / COS(JJ) X xdx (on peut refaire une IPP : on pose u’(z) = cos(z),v(z) = =,
0

ce qui permet de choisir u(z) = sin(z) et impose v’ (z) = 1),

27
= —47? + [sin(z)z]5”" — / sin(z)dx
0
27

—4n? + [Sin(27r).(27r) —0. Sil’l(O)] — [* COS(.’L‘)]O (car — cos(z) est primitive de sin(z)),
—4r® +[0-0] — [-1+1] = —4xn°.

1
(e) I. = / (am2 + bz + c)e"dx (premidre IPP : on pose u'(z) = %, v(z) = az? + bx + ¢, u(x) = e*, v/ (z) = 2az + b),
0
1
= [(ax2 + bx + C)ez](l) - / (2ax + b)ezdcc (deuxieme IPP : on pose u'(z) = e*,v(z) = 2az + b, u(z) = *,v'(z) = 2a),
0
1
— [(a + b+ c)e — C] — [(Zax —+ b)ez](l] + / (2a)ezdx (1 c’est terminé, e” est une primitive de e®),
0

=(a+b+c)e—c—[(2a+b)e —bl +2a[e”]s = [a+b+c—2a—b+2ale+ [—c+b—2a] = (a+ c)e — (2a+ ¢ — b).

(f) Iy = / e” sin(z)dz (premiere IPP : on pose u'(z) = e*,v(z) = sin(z), u(z) = %, v’ (z) = cos(x)),
0
= [Sin(x)ew]g — / cos(z)e’dx (deuxieme IPP : on pose u'(z) = e, v(x) = cos(x), u(z) = e*,v’'(z) = — sin(z)),
0
1 T
= [0 — 0] — [cos(x)e"]o +/ (—sin(z))e"dr = —[e"(—1) — 1] — sin(z)dr =1+ ¢€" — Iy.
0 0

On a 'impression de tourner en rond mais en fait I’égalité obtenue :
If =1+ e’ — If
permet de calculer Iy :

e" +1

If:1+67r71f:>2[f:1+eﬂ-:>[f: 5



(¢) Iy = / tin(t)dt (IPP : v/ (t) = t,v(t) = In(t), u(t) = %tz,v'(t) = %),
1

- [%# In(t)]? 7/ %tQ%dt - %[gf In(z) — 1n(1)] — %/ tdt = %mQ In(z) — %[%f}ﬂf - i[2x2 In(z) — 22 + 1].
1 1
(h) Cas a# —1: Ip,o = / t* In(t)dt (IPP : u/(t) = t*, v(t) = In(t), u(t) = %Ht(”'l,u'(t) = %),
1
_ 1 a+1 Tz ‘ 1 a+11
=G5t Ok /1 a1l
_ L a+1 _ _ L “ [
= a+1[m In(z) — 11n(1)] o 1/1 tdt
_ 1 a+1 _ 1 1 at+lyjz _ 1 a+1 _ a+1
= 271" In(z) a—l—l[a—i—lt Ii *7(0[4_1)2[(0""1)90 In(z) — %" +1].
Casa=—1:1I,= / t~ ' In(t)dt = %[an(t)]ﬂf = %an(:p) (car [In2(t)] = 2[In()]) In(t) = 2% In(t)).
1
N T x2 t Ll ot In(2)t 2 1 n@t _ 1 t ) =
(i) IZ_[It.2 dt (IPP:u/'(t) =2"=e¢ ,'u(t)ft,u(t)filn@) 7]n(2)2, (t) = 2t),
42 1 I ‘ 1 t
=t 1n(2)2 1% [z(2t).(—ln(2)2 )dt
1 x —x 2 ! ’ t t 7
= @ [£%27 — (—z)?27"] — m/ t2tdt (IPP : ' (t) = 2%, v(t) = ¢, u(t) = ﬁz () = 1),
N S RN LR S
~ In(2) =271~ In(2) ([tln(Z)2 [ = [I ln(2)2 dt)
z2 . z 2 1 " — 1 25tz
= @) [2° —277] = m(m[mﬂ = (=2)27°] - [(ln(2)) 2'2,)
z2 _ 2x e 4 _
_ T T 2:c ) T T 2 x
1n(2)[ ] ln2(2)[ +27+ ln3(2)[ }
1
G L= / Arctan(z)dz (IPP : o/ (z) = 1,v(z) = Arctan(z), u(z) = z, v’ (z) = %-5-17 cette derniére étant & connaitre),
0
1
— 1 J— —_—
= [zArctan(z)]g /0 T X — m 1dx
A 1 A 11 2t T 1 2z 1 u/(z) . . 2
= [Arctan(1) — Arctan(0)] — [5 n(z” + 1)]o (car P11l 22112 () pour la fonction positive : u(z) = z° + 1),
T 1

Remarque : il est bon de se souvenir des valeurs souvent rencontrées :

™ s \f 2 T s 1 \/5 s s \/5 T 1 s
sin(=) = —,cos(=) = —,tan(<) = — = — ; sin(—) =cos(—) = — = —,tan(—) =1 sin(=) = —,cos(=) = =, tan(=) = V3 ;
G) = greosE) = PG = —= = ¥ (= eos(f) = o = Foran(§) (3= cos(3) = 7 tan(5)
. V3 ™ T T o .
qui donnent par exemple : Arctan(—) = —, Arctan(1l) = —, Arctan(\/§) = — (et des choses similaires pour Arcsin, Arccos ;
en dehors de ces valeurs, et des habituels Arctan(0) = 0,sin(7) =0, ...,

il vaut mieux ne pas essayer de simplifier les expressions trigonométriques trouvées.



1
(k) I, = / t"(1—t)"dt (IPP : u/(t) = t™, v(t) = (1 — )™, u(t) = Lt"*l,u/(t) =n(-1)(1-t)""1),
0

n+1
1 o
= [mtn+1(1 — t)n](l) — A (mthrl)(—n(l — t)nil)dt (Dans le crochet on remarque que t"t1 =0 quand t = 0,
et (1 —#)""! =0 quand ¢t = 1, donc le crochet vaut 0 — 0 = 0),
1
- "1 — )"t ( deuxieme IPP : u/(t) = t" T o(t) = (1 — )" 1, u(t) = Lt"“,v/(t) =(n—1)(=1)(1—t)""?),
n+1 0 n+2
1
1 _ 1 _
= o i 1 [mtn+2(1 — t)n 1](1) - i 1 /(; (mth&)(*(n - 1)(1 - t)n 2)dt (Dans le crochet on remarque
que t"T2 =0 quand ¢t = 0,
et (1 — t)"72 =0quand t =1,
donc il vaut encore 0),
n(n - 1) ! n+2 n—2
= m t (1-1) dt ( troisieme IPP : etc. etc),
n n
0
1
—1)...1 _
= n(n ) / tn+n(1 — t)n "dt (au bout de la n-éme IPP),
(n+1)(n+2)...(n+n) 0
1 2
=nl! t="dt 1-8)0 =1
T D(n+2)..(2n) /0 (car (1 =) =1),
! 1)2
ol (1.2..n) x 1 [ 1 2L _ ) n! 1 (n!)

(1.2.m) x (n+ 1)(n+2)...(2n) 2n + 1 en)l2n+1  (2n+ 1)

Exercice 3 : Calculer les primitives suivantes, en utilisant éventuellement une ou plusieurs des intégrations par parties :
. /
(a) [ tan(x)dz = de = —de = —In[|cos(z)|] + Cte, calcul valable (sans IPP) sur tout intervalle ou le
cos(x) cos(x)
cosinus ne s’annule pas (ou : ol la tangente est bien définie) ;

2 2

T T 1

(b) x.Arctan(m)dx = ?Arctan(x) — / ? X ﬁd$ (car la formule de l'intégration par partie pour les intégrales indéfinies
x

s’écrit : /ul(m)u(x)dx = u(z)v(z) — /u(m)v/(m)dm + Cte, H

et qu'on a pris ici : u/(z) = =z,v(x) = Arctan(z), avec : u(z) = %x?' +
, 1
o W (x) = m)y
1 5 1 x>
=357 Arctan(w)—i/x2+1dx
1 1 Z+1-1
_§m2Arctan(x)—§/xx—g+1 d
1, 1 [ 2241 1
=357 Arctan(w)—i/(szrl m2+1)das
1 5 1
=35® Arctan(x)fﬁ/(lf 2+1)dm
= et Aretan(e) - ([ 1do — [ —Tcde) = JoP Arctan(e) - J(e — Aretan(z)) = e Arctan(e) + Aretan(z) — ),
= 5" Arctan(z 3 T x2+lx = 5 Arctan(z 5(@ retan(z)) = zla” Arctan(z rctan(z) — zl, a

une constante pres.



1 + :1:2 ’
(C) /111(1 + 1’2)d1' = ln(l + $2) — / I(1+72)d1' (car la formule de 'intégration par partie pour les intégrales indéfinies s’écrit :
x

/u’(m)v(z)dz = u(z)v(z) — /u(z)v’(m)dm + Cte7 ;

et qu’on a pris ici :
2 ’
1 2
uw(z) = 1,v(z) = In(1 4+ 2?), avec : u(z) = z,v’(z) = [In(z® + 1))’ = % = i 1),

:mln(1+x2)f/ 2 dx

m1+$2
2 2 —
:mln(1+x2)72/%dz:xln(1+x2)f2/%1215135:...:xln(xQJrl)72(:1:7Arctan(x))
x x

(méme fin qu’au (b)).

(d) /$36zd$ =z%e" — /(3I2)6zd1‘ (premitre IPP avec u/(x) = u(z) = %, et v(z) = 2> qui donne v’ (z) = 3z2),
=z%" -3 [ 2°"da
=z3e" — 3[%2692 — /(Qx)exda:] (deuxidme IPP avec u/(z) = u(z) = e, et v(z) = 2 qui donne v’ (z) = 2x),
=z’ — 327" + G/xezdm
=2%e" — 3% + 6[%696 — /1 X exdx] (deuxieme IPP avec u/(z) = u(x) = %, et v(x) = = qui donne v’ (z) = 1),

=2%e® — 32°e” + 6ze” — 6" = (2 — 32° + 62 — 6)e”.

(e) /xe_IQd:c = —% /(—Qm)e_Ide = —% /(—xQ)'e_ZZd:c = —%e_zz sans [PP

(seulement avec la formule de dérivée d’une composée qui affirme que : [e“(®]" = v/ (z)e“(®), pour toute fonction u).

Exercice 4 : Calculer les intégrales suivantes, en utilisant le changement de variable de votre choix...

1 s Pl s
(a)/ —e Idx:/ 2——eV¥dx
L VT AV

3
1
=2 u'(m)ewd:v (car si on pose u(z) = \/z, on a bien u'(z) = —),
2V
u(3) b u(b)
= 2/ e'du (la formule du changement de variable étant : / u'(z) flu(z)]dz = / f(t)at,
u(1) a w(a)

u(b)
rendue encore plus claire en notant 7= / f(uw)du”,

u(a)

meéme si en toute rigueur on ne devrait pas noter par la méme lettre ”u”

a la fois la fonction : z — u(z), et une variable muette),

s et @ = u(z)?),

3
= 3/ [u'(a:)]u(z:) ln[u(x)s}dm (car si on pose u(z) = ¥z = z%, on a bien u'(x) =
1

Wl =
SR



u(3) b u(b)

= 3/ uln (la formule du changement de variable étant : / u'(z) flu(z)]dz = / f(u)du),

u(l) a u(a)

V3

= 3/ 3111 ]du (car on a : Ya > 0,Vb, In(a’) = bin(a)),
= 9/ uln(u

u vs u? 1
= 9( ? n(u)]f/g — ) 7;du) (par une IPP),

V3

Ea

= 1 — =
9([ 5 n(v/3) — 0] 2, udu)

V91 In(3) 1.u2,3
= 9(3 32 — 5[7]1 3) (en utilisant In( 3Q/Ea)) =In(a3) = - In(a)),
_3V9m@3) 95— 1)

2 4
(C) /i %dm = /i u'(m)#j()x)d:p (en posant u(z) = sin(z) qui donne u’(z) = cos(z)),
2
sin( %) b u(b)
/ (la formule du changement de variable étant : / u' () flu(z)]de = / f(u)du),
an( — 2 + u a u(a)

/_12+u

du =2—2In(3).

1
du:/ (u+2 72 / 1du—/
o, ut2

2 2
e’ _ , 1 o
(d) /0 o 1 xT = /(; U (m) u(m) n 2d$ (grace au choix u(z) = u'(z) = %)
2
(¢ du o2 5 |
7/60 T (1 +w)]i” =1In(e* +1) —In(2) = In(——).
e
(e) / —dx : erreur, c’est inextricable !!!!
% xT
? e 17 1
(f) / - = — / (In(2)27) ” dx (si u(z) = 2%, on a u'(z) = In(2)2% et 4% =
0 4—&—12 In(2) /, 4 +1
L[ 2 h t de variable u = u(z) = 2%)
= ]n(Q) . 21 (grace au changement de variable u = u(z) = s
4
1 du 1 1 ™
=) /1 Z1 - () [Arctan(4) — Arctan(1)] = ) [Arctan(4) — Z]
Exercice 5 :
(a) Fu(x) = [ 2°tan(z®)dx
= / % tan(u(m))u/(x)dm (en posant u(z) = z3,”du”’ = v/ (z)dz = 3z%dx),
= /tan(u)du
_ / sin(u) du
cos(u)
Y
_ /7005 (u) du
cos(u)
— = Inf) cos(u)
= —In[| cos(z”)|], & une constante prés (puisqu’on avait u = z%).

(2%)7 = 2% = (2°)? = u(2)?),



(2 2
(2) = sin(2z) —|— cos( )dx
sin(z
2 sin(z) cos( +2cos( )

sin(z ) +3
[cos(z)dx]

;‘1

dx (puisqu’on a Vz,sin(2z) = 2sin(z) cos(x)),

sin(z) + 2
g )T 2
(z)+3

du

/
[
/
-/

2u—l

(en posant u = sin(z) 4 3, ce qui donne du = cos(z)dx),

u
2(1 - l)du
2u—2 ln( )
2 sm( ) + 3) -2 ln(sm( ) + 3) (puisque v = sin(z) + 3),
2sin(z) — 21In(sin(z) + 3) + cte.

ex
(c) Fe(x) = o dz
_ w 3,—du . ¥ 1 1w . : —du
= eu ( 2 ) (car si on pose u = 1/z, on aura —o- = e@ X(;) =e .u et par allleursz:l/u:>dz:7),
= —/ueudu (en simplifiant),
= —[ueu — /eu] (en effectuant une intégration par partie, en considérant que e“ est la dérivée de "),
= —ue" +e" (& une constante pres),
= 7l65 +e% (car on avait u = 1/x),
=(1--)er +C%
(d) /ln(cos(:c) + 1) sin®(z)dz = /ln(cos(x) + 1) sin®(z) sin(z)dx
= /ln(cos(m) +1)(1 — cos®(z)) sin(z)da
= /ln(u)(l — (u— 1)2)(—du) (car si on pose u = cos(z) + 1, on a du = — sin(z)dx),
= /ln(u)(u2 — 2u)du
= [ln(u)(%S — u2) — / %(%3 - u2)du (en faisant une IPP, u? — 2u étant la dérivée de %3 —u?),
2 u?
= ln(u)? —u” In(u) — /(? —u)du
3 2
= ln(u)% —u®In(u) — . u?
1)° 1) 1)?
= In(cos(x) + 1 (cos(z) +1) — (cos(z) + 1)%In(cos(z) + 1) — (cos(z) +1) - (cos(2) +1) , & une constante pres.
3 9 2
(e) Fe(x) = /az 1+ z2dx
1
= — uau en posant u = x qui donne du = 2xzdx),
5 Vud ( t 241 quid du = 2xdz)
3
1 i 1,01 1y 1s (P4 1)2 e
—2/u2du—2(;+1u2 )—gui’ —f-i-C .

(f) /va 14 9%dr = ﬁ / v 1+ t2dt (en posant t = 3% d’oii In(3)3%dx = dt et 97 = (3%)? = t?).



Il s’agit maintenant de calculer F(t) = / 1+ t3dt.

Si on connait bien les fonctions hyperboliques on peut poser t = sh(u), ce qui revient & u = Argsh(t), sh et Argsh étant des
bijections de R sur R.

On remarque alors que : \/1 + sh?(u \/Ch2 = ch(u) (> 0), et dt = ch(u)du. Finalement :

F(t) = /1 +t2dt = /ch(u)[ch(u)du] = /ch (u)du = / %du = ish(Qu) + % = %(sh(u)ch(u) + u),
1 Donc :

F(t) = f(sh(Argsh(t))ch(Argsh(t)) + Argsh(t) (t\/ 1+ t2 + Argsh(t)

/3 VIt 97de = o ( )(3 V1+97 + Argsh(3 ))

(On a utilisé 'identité ch2 (u) — sh?(u) = 1 = ch(u) = 1/1+ sh2(u), et par ailleurs le fait que sh(Argsh(t)) = t, qui est la définition de la fonction

réciproque).

Si on ne connait pas bien ces fonctions, on peut utiliser une idée dérivée qui est la transformation de t* 4+ 1 en un carré quand
et —e " X-1/X

t est du type sh(u) = avec X = e".

Posons donc t = X — 1/X. Notons que cette fonction est une bijection croissante de RY sur R (sa dérivée est 1 +1/X2 > 0) donc
on a un changement de variable bijectif et pour lequel X > 0.

X —1/X)? X?4+1/X?-244  X?+(1/X)*+2  X+1/X,

Par ailleurs dt = (1 +1/X?)dX et t* +1 = ( 1 +1= 1 = 4 =( 5 )*, avec
X +1/X > 0 pour X > 0. Finalement on peut écrire :
[ X+1 X
/\/1+t2dt / + X+ X —1/X?%)dX]
X+1/X
/ XX 41X
3
X+2/);+ 1/X dX
X?-1/x?
= f/-l-ln(X)
2
Reste & recalculer X en fonction de ¢ : comme t = X —1/X ona X? —tX —1 =0 donc X = ¥ Comme X > 0, on
V2 +4
a donc X = %, et
t+/ 12442 t+4/t244\ 2 5
- 4
/\/1+t2dt: S - 4( 2 )t ; Sy

(g) /cos(x) 1+ sin?(z)dx = / v/ 1+ u?du si on pose u = sin(z), ce qui ramene au calcul déja effectué au (f).

Exercice 6 : Décomposer en éléments simples les fractions suivantes, puis calculer une primitive (en précisant un intervalle out
ce calcul est valable) :

(a) F(z) = possey Cette fonction est définie si 2 # £1. Par ailleurs le dénominateur se décompose en : 22 —1 = (z —1)(z+1).
D’apres le théoréeme de décomposition en éléments simples, on peut trouver deux réels a, b uniques, tels que :
(1)Var £ +1 L - 4 b
Tz-1)(z+1) z-1 =z+1
Multiplions les deux membres de (%) par (z — 1), on obtient : Vz (@—1) =aZ= ! +(x—1) b
’ T(z+1)(z—1) x—1 z+1

1 b
<~ Ve#+l, — =a+(x—1)——.
FEL g =at@-1)
Cette nouvelle égalité a un sens si x = 1, et comme elle est vraie pour tout & # £1, on peut faire tendre x vers 1, ou bien
se référer a la théorie des polyndémes, pour affirmer que ’égalité est encore vérifiée pour x = 1. Cela donne :

1
_ 0 — Z —q.
R 7~ ¢
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On utilise la méme méthode pour b : on multiplie par (z + 1), ce qui donne 7= a T (x+1)+0b, dou avec x = —1:
x— T —

——= =b.

2 1/2 1/2

Finalement : 5 = / — /
T

-1 z-1 =z+1
On peut alors calculer la primitive : /ﬁdm =(1/2) / xi 1d‘7cf(1/2)/ . i T

Ce calcul (et son résultat) sont valables sur tout intervalle ot la fonction est définie, donc sur ]

dzr = (1/2) In(Jx—1])— (1/2) In(|z+1]).
—o0,—1[,] —1,1[ et ]1, 4+o0].

(b) ! . On applique le théoréme de décomposition en éléments simples : il existe a, b, c uniques tels que :
(z—1)(z—2)(x—3)
1 _a " b n c
(z—1)(z-2)(z-3) =z-1 z-2 2z2-3
1
On mutliplie par (z — 1), ce qui donne : m =a+ (x— 1)(% + 5)7 et on peut alors faire x = 1, ce qui
donne :
at0=—"0t 1
T (1-2)(1-3) 2
De méme en multipliant par (z — 2) (on trouve @= l)l(x —3) = [x i 7t - i 3]({E —2) +b) puis en faisant x = 2 :
1
b+0= —rr—ps = —1.
R G 1o )
Enfin, en faisant de méme avec x — 3 et ¢ :
C=-———"FT—"" = —.
B-DB-2) 2
1 1/2 1 1/2
_ Y — + / , d’ou :

On a finalement : G- DE-2@-3 1-1 7-2 z-3
dz = n(|lz — n(|lz — — In[|z — te
/(x_l)( )@ =3) = (1/2)[In(Jz — 1[) + In(Jz — 3])] — In[|lz — 2[] + C™.

Ce calcul est valable sur les intervalles ou il n’y a pas de probleme de définition

2] — o0, 1,11, 2,12, 3], ]3, +o0l.

2

(c) f(z) = (Ufﬁ On commence par décomposer cette fraction en éléments simples :
T — T
2
b d .
z -2 + ca avec a, b, c,d € R uniques.

G- 12@+0) o-1 (@=12 T 2+1
Multiplions par (z — 1)?
2
T scx+d
—— =(z—1 b -1
pr - @ Datbt(z—1)" 5
Et faisons alors z = 1, on obtient :

1 ) 1
oy =0etb 0 ()= b=

On aura alors :
a cxj—zl :S z? _ 12 2?1/ 4+ (1/2)e@?-1) (/)@ -DE+1)  (1/2)(z+1)
z—1 2241 (z—-1)2@%2+1) (z-—1) (z —1)2(z2+1) (x—1)2(z2+1) (x —1)2(z2+1) (z—1)(z2+1)°
On en tire en multipliant & nouveau par (z — 1) :
ce+d _ (1/2)(x+1)
a+(:c—1)m2+1— @1
Ce ql(li /d;;I(liltj_ eil) faiszimt rz=1:
S L )
On peut alors conclure :
/2 cx+d  (1/2)(x+1) cc+d _ (1/2)(z+1)  1/2
z—1 224+1 (z—-1)(2+1)  22+1 (z—-1)(z2+1) zx-1
_ (1/2)(@+1) - (1/2)(@" +1)
(@— D@2 +1)

(/2@ )
G- 1)
—(1/2)x(z - 1) _ —(1/2)x
, (1: —1)(x2 1) 2+1°
> _ 12 + 1/2 + —(1/2)x d’ou :

Final t: =
A s e 2@+ ) z-1 " (@-12 ' z2+1°

11



z2 B 1/2 1/2 —(1/2)=
/(az—l)?(mQ—i—l)dx_/[ac—l+(x—1)2+ peaiy

_ (1/2)/ﬁdx+(1/2)/ﬁdm—(um/%ﬂdm

1

= (1/2)In[|z — 1]] — % — (1/4) In(z* 4+ 1).

1
(d) f(z) = T est une fraction rationnelle définie sur R, donc z* + 1 se décompose comme produit de deux polynémes de
T

degré 2 (avec A < 0). On peut le décomposer dans C pour trouver sa décomposition dans R :

V2

2

I’équation 2 +1=0 < 2* = —1 = ¢'™ étant facile & résoudre dans C ; on trouve les 4 racines Z = et = (1+14),Zi,—Z = iZ,—iZ = Z,

ce qui donne en regroupant les termes :
rHl=(x—2)(z—iZ)(z+ 2)(x+iZ)=[(x — Z)(z — 2)|[(z — iZ)(z —i2)] = (z* — V2zx + 1)(2® + 2z + 1).

On pouvait aussi étre astucieux :
m4 +1= (582 —+ 1)2 — 2$2 (car 2% + 1 est le début de (x2 + 1)2 = 2%+ 222+ 1),
= (m2 +1-— \/im)(mQ + 14+ \/53:) (directement par a® — b% = (a — b)(a + b)).

On a donc :
1 1 ar +b cx+d

) = = .
/(@) 41 (22 —2V2+ D (22 +2vV2+1) 22 —zvV24+1  224zvV2+1
Ici les nombres complexes jouent le méme role que les racines réelles pour les éléments simples de premieére espece. Par

1
exemple, comme Z = —(1 + i) est racine de 2% — 2v/2 + 1, on peut multiplier par (2% — 2v/2 4 1) P’égalité :

V2

1 2 cr+d
22 +2vV2+1 ( )x2+xﬁ+1
ce qui donnera avec x = Z :
aZib=—1 el e (i rati= = lay
Z2 4+ 72 +1 V2 i+(1+4)+1 NG) V2 2(144) 4

Les parties réelles et imaginaires d’'un nombre complexe étant uniques, on obtient :

1 1 1 1

eta—+b:7:>b:77(,,):§.

Le méme calcul pour l'autre terme donne ¢ et d. On peut aussi remarquer que f(—z) = f(z) et que dans f(—z), les termes
en z? + 2v/2 + 1 sont échangés. De toute facon on trouve :

V2 1 V2 1

Fla) = 1 __—irts TrTy
(22 —avV2+ 1) (22 +2v24+1) 22 —2vV2+1  224+zv24+1
—25 4 : / %x +1

On aura donc : z)dr = — 4" 2 gz —= < dx
/f() /:c2—:cﬂ+1 2 +x2vV2+1

Ces primitives sont assez faciles a calculer, malgré des changements des coefficients un peu compliqués.

QZC + 1

4 2
2 +2vV2+1

terme et a écrire :

V2 _ V2 1
A(a:):/ 5 (22 +v2) 8\/§+2daz
224 2vV2+1
_/§(2$+\/§)1+§d:p
224+ 72v/2+1
22+ xv2+1

V2 1
=2 +v2 7
= / Mdm + / 4 dr
2+ 2vV2+ 1 22+ 2v2+ 1
V2 9 1 / 1
=@ +2vV24+ 1)+ | ———da
8 ( ) 4 ) 224 a2v2+1
Pour calculer la deuxieme intégrale on met le trinéme sous forme canonique :
Vo o, 2 V21
5 =

2 _ .2 V2 2 (V22 o 1
@ tav2+l=z +2z5 +(2) (2)—1—1 (x+ 5 2(2(3:-1—

Prenons par exemple A(z) = / dx. La dérivée de z2 4+ /2 + 1 étant 22 + /2 on a intérét a isoler un tel

1

7 (=v2+1)*+1).

NO| =

) +1) =

On aura donc :

;dxf/ ! da
22 +xv2+1 H((=v2+1)2+1)
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1
2/ (zv2+ 1)2+1dx

2/ UZ:— 1 \d/’ti (en posant u = 2v/2 + 1 qui donne = = u\;§1 et de = d—\/‘%),
B \[/ u?+1
= V2Arctan(u) = V2Arctan(zV2 + 1).
Finalemen\tﬁ:
Trty V2 V2
Alz)= | —2"—2 _do = “ZIn@* +2vV2+ 1) + L2 Arctan(zvV2 + 1) .
@)= [ e = ¥ )+ Y2 Arctan(ava + 1)

La deuxiéme primitive ne demande pas un nouveau calcul puisqu’elle s’écrit :

V2,41
B(az):/#ﬂd‘r

2 —x2vV2+1
M2 1
= / 4 ( u)+ 2 (—du) (en posant w = —z qui donne dz = —du),
(—u)? = (~u)v2+1
[ s

=— | ————=—du

u? +uv2+1
=—-A(u) = —( - g In(u® + uv241) + gArctan(U\/i + 1))
= Q ln(x2 — V2 + 1)+ gArctcm(x 2-1) (en tenant compte de Arctan(—t) = —Arctan(t)).

On obtient comme résultat final :
/f(x)da: = % [ln(a:2 + V2 4 1) + 24rctan(zVv?2 + 1) + In(z® — 2v2 + 1) + 2Arctan(zvV2 — 1)} +cte,

(e) g(z) = %1 ; le dénominateur se décompose facilement en : (z?—1) = ((z%)?—1) = (22 - 1)(2®+1) = (z—1)(z+1)(z>+1).
4 —

Il y a donc 4 réels a, b, ¢, d uniques tels que :

() = 1 __°% . b +cx—|—d
g Tt —1 (z-DE+ D@2+ -1 x+1 22417

Si on multiplie les deux membres par (x — 1) on obtient :

Cette égalité est valable pour x # +1 dans R.

1 b cx+d
-1 = —D[—
C- e her ey ¢t T ]
Donc : b d 1
cr
—1 =
at (= )[x+1+x2+1] (z+1)(2z2+1)
Cette égalité est vraie si x # 1, mais elle reste vraie, par continuité, en x = 1, ce qui donne :
1 1
O = ey T

De méme en multipliant par (z 4+ 1) on obtient :

1
b—l—(m—&-l)[xi Letd

1 2241 (z—1)(=2+1)
Cette égalité est vraie si x # —1, mais elle reste vraie, par continuité, en x = —1, ce qui donne :
b ] =E—=—-.
+ Ol =T ry ~ 1
Ainsi :
1 (/4 —-(1/4)  cx+d cr+d 1 _ (1/4) _ —(1/4)
(z—D(x+1)(z2+1)  =z-1 z+1 x?2+1 x2+1_(m71)(x+1)(x2+1) z—1 x+1

1= (1/9) @+ 1)@+ 1)+ (1/4) (@ - (=® +1)
(z—1D(xz+1)(z2+1)
1=/ + 2+ + 1)+ (1/4) (@ -2+ —1)
(z—1D)(x+1)(z2+1)
21 ()2)
(z =1 (z+1)(z2+1)
—(1/2)(z* - 1)
x?2 —1)(x2 +1)
—(1/2)
241

—~

On a donc ¢ = 0,d = —(1/2) et finalement :
_ 1 _ /e =0/ =0/2)
@) = e D@D o1 241 T2+l
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On peut alors calculer :

/ F(z)dz = !

(z—1D(z+1)(z2+1)

:(1/4)/;1(1%(1/4)/3:;@7(1/2)/m2l+1dm
= (1/4) In[|z — 1|] — (1/4) In[|z + 1]] — (1/2)Arctan(z) + cte.

(f) F(z) = / #1_’_5 ; ici la fraction intégrée a un numérateur de degré supérieur a celui du dénominateur, ce qui signifie
qu’il faut commencer par faire la division euclidienne de 2> par 22 + 6z + 5 :
z3 22+ 6z +5
3 4622 45z z—6
—62% -5z

—622 =36z —30

3lz +30

On a donc : 2% = (z — 6)(2® + 6z + 5) + 31z + 30, ce qui donne, en divisant par =2 + 6z + 5 :
z? 31z + 30
—_ = -6+ —.
x24+6x+5 22 4+ 62 4 30
C’est ce dernier quotient qu’on peut décomposer en éléments simples, et compte tenu de la factorisation : z? + 6z + 5 =
(z 4+ 5)(x + 1), on obtient une décomposition de la forme :

Bla+30 _ 3le+30 _ a b
224+6x+5 (z4+1D)(x+5) =x4+1 z+5
Les méthodes habituelles (multiplier par (z + 1) puis faire £ = —1, et idem pour 5) donnent :
1 125
a = _Z, b= T‘
Finalement : 5
T 26+ —(1/4)  (125/4)
2+ 6x+5 z+1 x+5
D’ou :

z® 1 1 22 t
/mdw:/(m—G)dm—(l/él)/x+1d:r+(125/4)/mdxz ?—695—(1/4)1n(1’+1)+(125/4)1n(1:+5)—|—C’e.

(g) Primitive de —0——F——;
z3 4+ 3z —4

Ici encore le dénominateur n’est pas de degré supérieur strictement au numérateur, donc on commence par une division
euclidienne, qui est trés simple : z° + 3z +4 = (xS +3x—4) x1+8.
m3+3x+4_(x3+3x—4)><1+8_1 8
23 +3x—4 23+ 3z —4 B +x3+3x74'

Tl faut donc décomposer cette derniere fonction, en commengant par factoriser * 4 3z —4 sur R[z]. Comme 1*+3.1 -4 = 0,
on peut mettre x — 1 en facteur :

23+ 3z — 4 = (x — 1)(z* + = + 4), décomposition qu’on ne peut pousser plus loin car A = (1)? — 4.4 = —15 < 0.

On doit donc trouver a, b, ¢ tels que :

On a donc :

8 _ 8 _a " cr+d
23 4+3x—4 (z—1)(x24+x+4) z-1 22+z+4
La méthode habituelle donne : a = L = é d’ou :
124144 3
cx+d 8 B 4/3
224+zx+4  (z-D@2+x+4) z-1
8- (4/3)(2* +x +4)
T (= 1)(x2 4z +4)
224z —2
= —(4/3
(/)(xfl)(a:2+x+4)
(z —1)(z+2)
=—(4/3)———~——+
(4/3) $2153+4
T
= —(4/3) —mm.
(/)g[/,“rl,Jr4
. . z°+3x+4 8 (4/3) x4+ 2
A i . R BN I .72 O/ § P . S
Si on récapitule P p— +x3+3m—4 —|—$_1 (/3)m2+m+4
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T+ 2

D’ou : /m +3$+4dx:/1dw+/%dm—/(4/3)%dx:x+(4/3)ln[|x—1H—(4/3)/mda:.

3+ 3z —4 1
2 2 1
Dans cette derniére intégrale, on peut écrire x + 2 = 5(290 +1)+ 5= #—;Jﬂl = (1/2)#—1’;4 + (3/2)m
constante

' (x)
= In[|u(x)|] et un autre de la forme P rotrd

Ce qui permet de se ramener a un morceau de la forme @) qui se rameéne
u(z

a un arc tangente.
L2 _ 1o E_E{JI—F%Q ]_E{2m+12 ]
Eneffet.x+x+47(x+2)+4,4( g) 74(\/ﬁ)+1'
On a donc : /%dwz(lﬂ)/%dm—l—@ﬂ)/ ! dx
(15/0)[ (2222 +1]
(2 4+ +4) 2 1 V15 2 V15
=2 | = “—du = (1/2)1 4+ Y24
(/)/ Frara @t | gy g du= (/2@ o+ )+ = Arctan(u),
et enfin :
> +3x+4 5 4/15 2z 41 te
T e = 2+ (4/3) Infjz — 1)) — (2/3)1 1) - 24 ,
/$3+3x—4dx x + (4/3) In[|z [ —(2/3)In(z" + = + 4) 15 rctan( % )+ C
! dz =7.

(h) 26 — 224 4+ 322 — 6
Il faut commencer par décomposer en facteurs irréductibles le dénominateur :
x6—2x4+3x2—6:u3—2u2+3u—6 (en posant u = x?),
= (u - 2) ('LL2 + 3) (car u = 2 est solution évidente),
— (&® - 2)((2)> +3)
= (z - V2)(z + V2)(z" +3)

= (z —V2)(z + V2)(2® — 2V 2V3 + V3)(2® + 2V 2V3 + V3)
(en utilisant 'astuce 2t +3= (12)2 + \/52 + 2223 — 2223 = (xz + \/5)2 — (x/ 2\/5)2).

On peut utiliser les calculs intermédiaires pour a décomposition en éléments simples :
! _ A + ButC donc, avec les techniques habituelles : A = 1 B = _1 C = _2 et :
(w—2)®+3) w—2 ' wt3’ ° d AT PET Ty T TS
1 _ /7 (A/Nu+(2/7)
(u—2)(u2+3) u—2 u?+3
Donc :
1 B 1 _ /) @/na*+(2/7)
26 — 2244+ 322 -6 (22— 2)(x4+3) 22-2 x4+ 3 '
On aura alors :
I 1 _ 1
22 =2 22z —+v2) 2V2(z++2)
et :
z2 42 _ ax+b n cx+d
zt+3 22 —2vV2V3+ V3 22+ 2vV2V3+ V3
Comme les fonctions utilisées sont paires, on doit avoir a(—z) + b = cx + d donc a = —¢,b = d.
Les techniques usuelles (multiplier par z2 + 24/2v3 + /3 puis prendre = une des racines complexes) marchent, mais
peuchere quelle misére avec ces racines !
. : . 2 b b 1 V3
Essayons autrement : faisons = 0, on obtient (en utilisant d =0): == —+ —= =>b= — = —.
3 V3 VB V3 3
Ensuite en réduisant au méme dénominateur, le coefficients de #? au numérateur sera, compte tenu de ¢ = —c
aV/2V3 + b+ (—a)(—v2v3) + d = 2(a\/2V3 + V/3). Ce coefficient doit étre égal & 1, donc :
3 V3
a=—c= .
V2v3
Une fois obtenue cette décomposition :
b-VE v 15 s
1 - a2
af =221 +322 =6 14v2(z - v2)  14V2(z +V2) 22 — 2y/2v/3+ V3 22+ 223+ 3

on peut calculer la primitive de chaque terme par les procédés usuels (et, il faut le dire, bien pénibles avec ce type de coefficients...

Bon courage !).
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Exercice 7 : Soit f une fonction continue par morceaux sur un intervalle [a, b], avec a > b ; prouver 'inégalité :
b b
[ swa< [l
a a
Exercice 8 :

(a) Pour tout entier n > 1, justifiez la formule :

L -1 —t—|—t2 _ +(_1)ntn + (_1)n+1 tn+1
1+t 1+t

(b) En déduire :

_1n 1 n+1
VnZl,ln(2):171+17...+( ) +(—1)"“/ Y.
n
0

2 3 +1 1+¢
gt 1
(¢) Prouver que, pour tout n > 1, on a : Og/o s
(d) En déduire : lim (1 — I (_1)n) =1n(2)
Exercice 9 : On définit la fonction suivante sur [1,+oo[ : Vt > 1, f(t) = % — %
(a) Prouver que, pour tout ¢t > 1,0 < f(t) < E(1t)2

n n—1
(b) En déduire : Vn > 2,/ f(t)dt < % +/ tlgdt
1 1

2

1 1
(c) On pose Vn > 1,un, =1+ = + ...+ = —In(n + 1). Montrer que (un),cn converge vers un réel v €]0; 1, 5[ (constante
n
d’Euler : on pourra montrer que la suite est croissante et majorée par 1,5).

, . . 1 1
(c) Prouver qu’on a aussi : ngrfoo [(1 + 3 + ...+ ﬁ) - ln(n)} = .

Exercice 10 : Soit n € N et f une fonction qui soit (n + 1) fois contintiment dérivable sur [a,b]. Prouver la formule de Taylor
avec reste intégral :

F) = f(a) + f'(a)(b—a) + I"(a) (b—a)’+ ..+ w(b —a)" +/ f("“)(t)udt.

2 n! n!
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Exercice 11 : Soit f une fonction contintiment dérivable sur [a, b], avec a < b ; on pose I = / F@)dt.

(a) Justifier qu’il existe M > 0 tel que |f'(t)| < M.

Y
(b) Prouver que si v < v dans [a,b], on a : |/ f)dt — fu)(v —u)| < M%
On pose, pour n € N* donné, ap = a,a1 = a+ M, az = a+2b_ a4 vy Gn—1=a+(n— 1)b — a’ a, = b. Par ailleurs on
n n
n—1 n—1
b—a
note : S, = Z(akH —ag)f(ar) = - Zf(ak).
k=0 9 k=0
M(b—
(c) Prouver que |S,, — I] < M. En déduire : lim Sh.
n n—-+oo

b
Exercice 12 [carrément plus dur...] : Soit a < b, f continue sur [a,b], et [ = / f@)de.

On appelle subdivision de I'intervalle [a, b] toute suite finie ap = a < a1 < a2 < ... < an—1 < an = b. Le pas de la subdivision est
le réel 6 = max(a1 — ag, a2 — ai,...,an — an—1). Une telle subdivision correspond & un découpage de [a,b] en n intervalles, et la
plus grande des longueurs des intervalles de la subdivision est 5. On appelle somme de Riemann de f sur une telle subdivision
tout nombre R qui peut s’écrire :
R = f(&)(a1 —ao) + f(&2)(a2 — a1) + ... + f(&n)(an — @n-1), 00 & € [ao, a1], & € [ar,a2], ..., &n € [an—1,aq].

(a) Montrer que pour toute subdivision, on peut trouver un choix de réels &1, &2, ..., &, tel que : R = I (utiliser le théoréme
de la moyenne).

(b) On admet que f est uniformément continue c’est-a-dire que :

Ve >0,3n>0,Vz,y € [a,b], [f(z) — f(y)| <e.

Prouver que, pour tout € > 0, on peut trouver un réel § > 0 tel que, pour toute subdivision de [a, b] de pas < §, et pour toute
somme de Riemann R associée & une telle subdivision, on a : |R — I]| < €.

(c) Montrer que si f est continiment dérivable, elle est uniformément continue.

(d) Montrer que toute fonction continue est uniformément continue : si ¢ > 0 est donné, on considére 'ensemble E des
u € [a,b] pour lesquels il existe n, > 0, tel que :

(a<wy<uetle—yl <m)=|f@) - f@)] <=

Montrer qu’en fait, E = [a, b], en étudiant la borne supérieure de E.
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