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Exercice 1
1) On pose u(t) = u'(t) = e'. En utilisant plusieurs fois 'intégration par partie, on peut abaisser le degré du
polynéme en facteur :

1 1
/ (t? + 1)etdt = / vy (t)u' (t)dt (avec vy (t) = t2 + 1,v](t) = 2t).
0 0

(42 ol ot
[(t* 4+ 1)e’]y /O1 2tedt

= [(£* 4+ 1)e’]} —/ vo(t)u' (t)dt (avec vo(t) = 2t, vh(t) = 2).

0 1
= (22 + 1)ef]} - UUZ(t)u(t)]il) - [ o)
= [(t? + 1)e']s — [2te']s + [ 2¢'dt

0
= [(* + e’ — [2te’]p + [2¢']g
= [2e — 1] — [2¢ — 0] + [2e — 2]
=2e—3.
b z(b)
2) a) On utilise la formule z(t))x' (t)dt = x)dx.
) a) On ut [ seowoa= [ e
Si on pose z(t) = 2cos(t), on a d’une part 2(0) = 2, a:(%) =2 X % =1, et d’autre part 2/(t) = —2sin(¢), donc :
2sint cos(t) B _z;(t)x(t) x(t)

(2cos(t) — 3)(1 4+ 2cos?t) (z(t) — 3)(1 + Q(r(t))z) - (z(t) — 3)(2 + z(t)?) ' (t).

Il s’ensuit que : B
_fF 0 p
1= | Go—aeT w7 O

=(%) T 1 T 2 z
/m«» <x—3><2+x2>d“’/2 u—sxmdx/l @ "

b) Le dénominateur est déja décomposé en facteurs irréductibles sur R puisque x — 3 est de degré 1 et #2 + 2 n’est
pas factorisable sur R (racines ++/2i ¢ R).

Le numérateur est de degré plus petit que le dénominateur, donc la fraction n’a pas de partie entiere, et elle s’écrit :

x A Bx+C
= = A B R.
/(@) (z—3)(z24+2) =x-3 Ttz o et Ce

Cette égalité sera valable sur Dy =R\ {3}.

Bx+C

Multiplions par  — 3, il vient : e +(z— 3)L Cette égalité entre fractions, vraie pour tout « # 3,

x?+2 2 42

est encore vraie pour x = 3, ce qui donne :
3

——=A A= —.
g yg  AT0onA=qy \ \

=5 B B = 11x — 242
Par suite m = 1 x+C:> e+C _ z i Me=3ET+2)

(x —3)(z2+2) r—3 x22+2 x2 42 (x—3)(z24+2) =x-3 11(z — 3)(22 +2)
—32>+ 1l —6  (x—3)(-3z+2)  —3x+42
(z—3)(z2+2) 1l(x—3)(22+2) 11(22+2)
Finalement : A= — B = ,C' = et :
11 311 311
Fla) = x S VI —aTt+ &
(;v—3)(x2+2) x—3 2 +2

¢) On a (sur [1,2] il n y a pas de probléme de définition) :

!

/ Y (w)) du = /fdu =In(u) = In(3 — z) en posant u =3 —x > 0 sur [1, 2],
U

[ / i
/ ; %/ ((;3)) do — % ‘%“ _ %ln(u) - %111(3;2 +2), en posant u(z) = 22 + 2,

3—
/x2+2



1
1 1 1 1 7 1 o (z) 1/ 1
t enfi ——dr = = | ———dr = — | —Y—dr = — | —L—dx = — du =
o ntn | e 2/%)2“9” ﬁ/w%)mx ﬂ/ummx va) w1

1
—Arctan(u) =

V2

1 T T
Arctan(—=) en posant u = —.

V2 V2 V2
d) D’apres le (b) et le (¢) une primitive de f est :
% In(3—x) — 31 In(z? 4 2) + 3—Alrctaun( x ).

1 112 112 /2
Done I — / fla)de = [ln( e [ln(a: L+ fiﬂ[Arctan(%)ﬁ _ %[ln(l) ~In(2)] - 23—2[111(6) -
In(3)] + W[Arctan(\@) - Arctan(ﬁ)] = f% In(2) + T\{[Arctan(\/ﬁ) - Arctan(%)]

(en remarquant que In(6) — In(3) = In(6/3) = In(2). L’autre partie ne se simplifie pas vraiment).

Exercice 2
1) Entre nombres positifs, ona: 1<e<3 < 12=1<e<3?=9. Or:
1<2,71828 < e < 2,71829 < 9 d’apres approximation fournie (qui était d’une précision superflue !).
2) Appliquons la formule de Taylor Lagrange rappelée dans 1’énoncée avec f(t) = e', a = 0, b = x > 0 fixé,
n = 3. Comme les dérivées de la fonction exponentielle sont toutes égales, f(t) = f'(t) = f"(t) = ... = e’, donc
f%*)(0) = € = 1 pour tout k € N.

La formule s’écrit prouve donc qu'il existe ¢ €]0, z] tel que :

f(x) = f(0)+ f'(0)x + f/;(' ):E + f(33)'(0) z2 + f(j'(c) z*, ou encore :

4

1 1
T —
+$+2:Z? +6£C +24I

1 1
Autrement dit le réel D = e® — (14+z+ 53:2 + i 3) s'écrit ﬂx pour un certain ¢ €]0, z[. Mais comme la fonction

exponentielle est strictement croissante, on a :

C

1 C 614
O<e<az=1=e<e® <e® :ﬂx <ﬂm <ﬂw.

1 e
Ceci prouve que —z* < D < —z*, ou encore :

) 20" 124 e
ﬂx4<e$—(1+x+§x2+éx3)<ﬂx4 soit enfin :
lto+ DD et DT T
2 76 276
3) Appliquons la formule précédente avec x = 1k e® =e? = /e
2 73 132 3P 1 1 1 484244641 79 azter (DH)te
0 1 el | AP LAV T e =2 -
fnaura ;x+2+6 14F27L 2 6 Tt s 48 48 % T4 24
e 1
=— —:10—2.
16x24 ~16x8x3 128<100
et 79
Le (2) donne donc : —<f<—+ 51 @—1—102

Le nombre rationnel s est donc une approximation par défaut de /e & 1072 pres.

79
On a: — =1,64... ce qui est le début d’écriture demandée.

48
Remarque : On ne demandait pas les deux premiers chiffres de /e qui sont plus subtils & préciser. En effet la
9 79 79
division donne juste 1,64 < — 18 < 1,65 mais comme = <Ve< @+10—27 on pourrait a priori avoir 1,65 < /e < 1, 66.

Pour avoir une valeur approchée décimale a 2 chiffres de /e, il faudrait affiner les calculs...

Exercice 3
lére partie : On consideére deux fonctions u et v définies au voisinage d’un point 2y € R U {—o0, +00}, telles que :
Va,u(x) > 0 et que £ = lim wu(z), = lim v(z) soient définies dans R U {—o0, +o0}. On pose f(z) = u(x)"®).
T—TQ T—XTQ

On veut étudier différents cas o1, & partir des limites £ et £/, on peut ou on ne peut pas en déduire le comportement
de f(z) quand z tend vers xg.

a) On a pour tout x ou f est définie : In(f(z)) = v(x) In(u(zx)).
Quand x tend vers zg, v(x) tend vers £ € R, et u(x) tend vers £ € R* donc, par continuité du logarithme sur R,
In(u(x)) tend vers In(¢) et par multiplication de limites finies In(f(z)) tend vers ¢/ In(¢) = In[¢*].

Comme le logarithme est une bijection croissante de R sur R, il s’ensuit f(x) tend vers o (cela revient & utiliser
f(z) = @)y,

b)



Siu(z) =e"v(r) = —, f(z) = ()% = " =er — =1 quand x — +o00, par continuité de I’exponentielle en
T

,flx)=(e")ve = eV = eV 400 quand z — 400, car lim e" = 400 ;

1
\/E Uu——+00

1 _ z.(— L .
—T,f(x):(e””) 7F = "l ﬁ):e_ﬂ—>0quandx—>+oo, car lim e“=0;
X U— —00

" .\ sin(a) 2, sin(@)

Si u(z) = %, v(z) = @) = ()75 = e* = = M@ pa pas de limite quand  — +o0, comme la
T

fonction sinus ; on peut le vérifier facilement, car si cette fonction avait une limite £ € R U {—o00,+o0}, on aurait
flu,) — £ pour toute suite (uy), de réels tendant vers +oo (propriété des limites). Or en prenant w, = n.w

on obtient f(u,) = esin(nm) — 0 = 1 qui tend vers 1, et en prenant par exemple v, = g + 2n.m on obtient

flop) = S5 H20m) — ol — ¢ qui tend vers e. La limite d'une fonction ayant une valeur unique, quand elle existe, la
fonction f ne peut avoir de limite en 400 ;

¢) Si on prend u(z) = e~* et v(z) = — en xg = 400, u et v tendent vers 0 alors que u(x)"®) = e~! est constant
T

et tend vers e 1.

Avec u(z) = e~

et le méme v, on obtient u(z)"(®) = e¢=* qui tend vers 0.

2
On peut varier ces exemples & U'infini, ou en trouver d’autres (cf 2eme partie).

Avec le premier u(z) et v(z) = — on trouve u(z)"®) = e~ qui tend vers €0 = 1.
T

2éme partie :
(1) n > 1 done, d’apres le cours, la racines k-éme de n est > 1 pour tout k > 1. En particulier : u, = {/n > 1.
(2) On se donne un réel € > 0 fixé.
(a) On utilise la formule du binéme : (1 +¢&)" = 1+ Cle + C2e2 + ... + C"e™ > 1 + Cle + C2&? car les termes
négligés sont positifs.
(n—1) 2

n
On abien 14+ Cle + C2e?2 =1+ n.e+
Remarque : on pouvait aussi utiliser la formule de Taylor Lagrange pour la fonction z +— z" entrea = 1 et b = 1+4-¢.

2 -1
(b) SiVn > 2, on peut écrire : n>—2:>252>1:>M52>1.(n—1):n—1.
€

2
2

(c) On prend Ny entier tel que Ny > 2 et No > — ; soit n un entier tel que n > Np.
€

(n2— 1) &2

D’apres le (a) et le (b), puisqu’alors n > 2 et n > ;2 ,(I1+e)" >>1+ne+ n
1+ (n—1)=n.

Or (1+¢&)™ > n équivaut & 1 +¢ > {/n = uy,, ce qu’on voulait.
(3) Soit € > 0. Notons, d’apres le (1), qu’on a toujours u, > 1. D’apres le (2), on peut trouver un rang Ny tel que
n > Ny entraine 1 4+ & > u,.

Ainsi, pour € > 0, on a pu trouver Ny tel que : n > Ng = 1+4+¢ > u, > 1.

La définition de la limite est statisfaite, on a bien : lim wu, = 1.

n—-+o0o
(4) /n =n= est de la forme (+00)° comme dans les formes indéterminées étudiées en premiere partie. On a donc,
“a la main”, levé une indétermination du méme type.
. - . 1 1 oy o
A noter que, si on utilise les log et les exponentielles, In(u,) = In(n») = (=).ln(n), est une forme indéterminée
n

“0.(4+00)”, moins facile & estimer que celles du (2), leére partie, bien que ce soit une limite de référence du cours (“les
puissances dominent les logarithmes”, donc la limite vaut 0 et w,, tend vers 1).

Autre remarque : on a la une suite, mais le vocabulaire utilisé dans I’énoncé (u(x) définie “au voisinage de zy”,

ete.) s’applique aux suites au voisinage de 400 comme aux fonctions au voisinage d’un point, comme cela a été signalé
dans le cours.

Exercice 4
1 2n

Onpose:VnZO,In:/ 33

—dx.
_1172+1 v

1 2x0 1
(a) I = /1 %de - /1 %de — [Arctan(z)]L; = Arctan(1) — Arctan(—1) = % - (f%) - g

(b) Vz,2% > 0=V, 1 +2% > 1 = Va, 1522 < 1, on a donc, en notant que la fonction 2" est positive, et donc
x

la fonction intégrée et 'intégrale aussi :
1 2n 1 2n 1 2n+1
x x x 1—(-1) 2
v, |I,| = —dzx| = dr < La*dr = 1= = .
| Inl |/_1z2+1x‘ /1x2+1x_/_1 v = TR T T T
1

2n+1

Comme

— 0, on en déduit que (1), tend vers 0.



(¢) Fixons n > 0. On aura :
1 22(n+1)
Lyt = / i

-1 x2 +1
/1 $2(n+1) + p2n _ 20
= 5 dx
1 441
1 _2(n+1) 2n 1 2n L p2n(02 4
:/ %dw—/ x dw—/ de_[n
1 x+1 1$2+1 1 I2+1
1
= / >dx — 1,
-1
x2n+1 1
= — I’I’L
1+
2

— Iy

2n+1
(d) AMORCE : D’apres le (a) la formule est vraie pour n = 0, avec une somme vide (de k = 1 & k = 0). On

peut appliquer une fois la formule du (c) (avec n = 0) pour obtenir le rang 1 : I; = 2041 Iy = 2 — g =
1 1— 1-1 '
-1 1
2;2k—1 1)13,car(—1)1:—1,etp0urk:10na%zizl.
HEREDITE : Supposons donc la formule vraie pour un rang n :
2 2 .2 T "L (1) m
I=—" — % 4 (=D i) =2y L (—n
2n —1 2n—3+ +(=1) 1+( )2 P 2k — 1 + >2
On obtient alors :
Iy = Cr I, (formule prouvée au (c))
2 (2 Zn: () + ( 1)"7T) (en appliquant la formule de récurrence)
= — (2. ——— 4+ (=1)"=) (en iquan rm récurren
o+ 1 ok 1 2 PPt B h
2 " (—1)nk T
= 2. Ay~
2n—|—1+( I; [Qk—l] ( )2)
2( )(n+1) (n+1) n (n+1) k T
= (2. = —1)( D=+ = (—1)0 =T et 2(n+1)—1 = 2n+1
e kZ D D) (car (1) (~1)° = Let 2(n+1)~1=20+1),

n+1
(_ )(n-‘rl) k T
= (2. ; o1 + (=1 5), ce qu’on voulait prouver, au rang n + 1.
(e) D’apres le (b), I,, tend vers 0. D’apres le (d) on a :

n ( l)nfk T
I,=25 "2 4l :

; 5% 1 + (1) 2donc

n S )n b n n™ - ]‘)k ! n n 2n
()", = 22 2k—1 + ()M = 722 D +5 car (—1)"(=1)" = (=1)>* = 1 et
()P (1 = (k= 1)k = (1 = (1= L
Comme |(—1)"I,| = In tend vers O cette suite tend vers 0, et :
T

2.5 Gl o N Y E CO En C ’ lait
—4. e — - e —— - — —— —, C€ qu'Oon voular rouver.
2ok 1 2 24 ok — 1 T 24 ok — 1 R P



