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EXERCICE 1 : On pose T = / Stan(@)
o cos?(x)+3
(a) La fonction intégrée est bien définie sur [0, g] et on peut y écrire : tan(z) = s;nix)).
cos(x

“

Posons ¢t = cos(x). Alors on a “—sin(z)dr = dt” et, quand x varie de 0 a g, t varie de cos(0) = 1 a

_ /Z"r 3sin(x) i
o cos(z)(cos?(x)+3)

_ 3(—sin(z)dz)
cos(z)(cos?(z) + 3)’

B /Cos(g) B 3dt
B cos(0) t(t2 + 3) ’

Il
s—
[SE]

1

3dt

= / ——5 o dt, en inversant les deux bornes et le signe.
1 t(t? + 3)

(b) D’apres le cours, la décomposition en éléments simples s’écrit sous la forme :

3 a bt+c
—_— ==+ —, ,b,c € R.
{2 +3) t+t2—|—3 avec a, b, c
De plus, toujours d’apres le cours, on a :
3 Yoo = 3 !
N

bt + ¢ 3 1 3—(t*+3) —t? —t

2+3 t2+3) t  t{t2+3) t{2+3) t2+3
On a donc la décomposition :
3 1 —t
L ‘ost-dedire @ — 1.b = —1.¢ = 0).
TGEE) t+t2+3,(cestad1rea , ,c=0)
(c) D’apres les questions (a) et (b) :

1
3dt
1= —dt
/; 12 +3)

2

=/11(1+ -t )dt

“=(Eys

Ce qui donne :

t 243

1 1
1 —t
/ ;dt + / ———dt, par linéarité de I'intégration,

1 1 12 +3
2 oo
1
p— 1 _— = —_—
= [ln(t)]% 2./; t2+3dt’
1, 1 [rad(t)
=[In(1) = In[=]] — =. =¢2
[In(1) n[2}] 2/; o) dt, en posant u(t) = t* + 3,
1 5 1, u'(t) y
=[0+1n(2)] — 5.[ln(1 +3)— ln[(ﬁ) + 3], car 0 est la dérivée de : ¢ — Infu(?)],
u

—In(2) — %.[111(4) _ ln(lz3)]7
1. 13
= i.ln(z), car In(4) = 2.1n(2).

EXERCICE 2 : On pose f(z) = (1+ l)"’”
x

(a) Une expression du type u” est définie si et seulement si : u > 0.




1

Le domaine de définition est donc ’ensemble des = tels que : 1+ — > 0 ce qui donne :
x

z+1

1
1+->0 <= >0 < (z>0o0uz<-1).

z T

En effet x et = 4+ 1 sont de méme signe quand ils sont tous deux positifs (ce qui donne z > 0) ou négatifs
(cequidonne z+1 <0 < x < —1).

On a donc : Dy =| — 00, —1[U]0, +00[ (A =—1,B =0).
_ eln(l—i—%).w

(b) On peut écrire, pour z € Dy : f(x) d’our (dérivée d’une composée) :

F(@) = [ln(1 + é).x]/exp'[ln(l + é).x],

1y x

= [In(1 + %)1 + %.x].e;ﬂp[ln( i 1).:5]7
= [In(1 + é).l + ;i 2] (1+ %)m,
— () - @),
= (25 - 20 ),
- un(ﬁi)— ),
= () + = 115 (@)

z+1

)/ (@), avee vlt) = In(t) + T — 1.

(c) v(t) =In(t) + + — 1 est défini si t > 0 c’est-a-dire sur D,, = R%, & cause du log et de I'inverse.

On a, sur D, v'(t) = % - t% = tt’—Ql qui est du signe de t — 1 ¢’est-a-dire négatif sur |0, 1], positif sur [1, +o0].
Ceci prouve que v est décroissante, passe par un minimum en ¢ = 1 égal a v(1) =In(1)+1/1-1=04+1-1=0,
et est croissante apres.

On a donc : Vt € Dy, v(t) > 0 (avec égalité ssi t = 1).

Remarque : d’apres le (a) le réel zTH =t est dans D, exactement quand x est dans Dy, ce qui confirme la

formule du (b).
1
(d) D’apres le (b), pour tout = € Dy, on a f'(z) = v(t)f(x) avec t = %

D’apres I’étude du (c), on aura toujours v(t) > 0, et comme f(z) > 0, on en déduit que : Yz € Dy, f'(z) > 0.
Ainsi, f est croissante sur |—oo, —1[ et sur |0, +00[. Reste & déterminer les limites aux bornes : —oo, —1,0, +00.
En 400 : le réel 1/z tend vers 0 quand |z| — +o00, donc on soit pouvoir utiliser le DL donné dans ’énoncé

In(1 4 u) = u + w.e(u) devient :
1 1

1 . .
In(1 + E) = + ;Oé(x) avec a(x) = 5(;) donc Igrinooa(a:) = ili%s(u) = 0.
1 1 1
On a donc In(f(x)) = z.In(1 + =) = z[— + —.a(z)] = 1 + a(x), dott lim In[f(z)] = 1 et finalement
x x x r—Fo0
lim, 1o f(z) =e.
1 1
En —1: 141/ tend vers 1 —1 = 0 en restant positif, donc In(1+ —) tend vers —oo, et In[f(z)] = z.In(1+—)
x x
tend vers 400, donc liml_ f(z) = +o0.

z+1

EnO0: In[f(z)] = zln(1 4+ é) = z. In( )=z ln(x+1) — In(z)] = z.In(x + 1) — z.In(z).

Quand 2 — 07, z.In(z + 1) — 0.1n(1) = 0 n’est pas indéterminée, et lim+ z.In(x) est une limite de
r—0
référence qui vaut 0.

Au bilan, In[f(z)] tend vers 0 donc lim f(z) = 1.

rz—0t

Ceci permet de tracer le graphe.

EXERCICE 3 :
(@)
Jy = / In(t)dt.
1

= /16 o' (t)v(t)dt, en posant u'(t) = 1,u(t) = t,v(t) = In(t),v'(t) = 1/t,




(&
= [u(t)v(t)] — / u(t)v' (t)dt, d’apres la formule des intégrations par parties,
1

[t ()] — /etldt

t

= [e.In(e) — 1.In(1)] — /dt
=le—0] —[e—1],

1.
(b)

/ ln2
1

u' (t)v(t)dt, en posant u/(t) = 1,u(t) = t,v(t) = In?(t), v’ (t) = 2(1/t) In(t),

Cf||

1
[t In?(¢)]¢ — / 2t(1/t) In(t)dt, d’apres la formule des intégrations par parties,

€
=[e.12 = 1.0%] — 2/ In(t)dt,
1
=e—2J; = e — 2, en utilisant le (a).

(c)
A / In"t(t)dt

1
e

= /1 u' (t)v(t)dt, en posant u/(t) = 1,u(t) = t,v(t) = In" T (t),0'(t) = (n + 1)(1/t) In"(t)

= [tIn" T (1)]¢ — /1 (n+ 1)t(1/¢) In"(t)dt, d’apres la formule des intégrations par parties,

= [e1™ —1.0"] — (n + 1)/ In"(¢)dt,
1

=e— (n+1)J,, comme désiré.

EXERCICE 4 :

(A) On se donne une suite (z,)nen de réels strictement positifs et on fait 'hypothese que :
lim 2L — ) e (o, 1].
n—+oo Iy

(a) Montrer qu’il existe un réel k € [0, 1] et un rang Ny tel que : Vn > No, Tpi1 < k..

x
(b) Prouver la majoration suivante : ¥n > Ny, 0 < z,, < No k.

= kNO

(¢) Prouver que lim =z, =0.
n—-+oo

(B) Applications : On fixe un parametre réel strictement positif R > 0, et on pose pour tout entier naturel n :

(2n)!

Ay =

Ap+1

(a) Calculer en fonction de n € N (et bien str de R), le rapport :

, et en déduire sa limite quand

n
n — +00.

(b) Montrer que si on a pris une valeur de R telle que : R > 4, alors la suite (a,,)nen tend vers 0.
(¢) Montrer que si 0 < R < 4, la suite (an)nen tend vers +oo.



