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PRESENTATION

Ce polycopié est congu pour permettre aux étudiants des “Sciences du Vi-
vant” de consolider leurs connaissances et d’acquérir les outils mathématiques
nécessaires a leur formation.

Les différents themes abordés ont été discutés et préparés en collaboration avec
les enseignants des autres disciplines, en particulier ceux de Physique, Chimie et
Biologie.

L’objectif est aussi d 'uniformiser les enseignements de Mathématiques des différents
groupes d’enseignement.

On trouvera de nombreux exercices qui ne pourront pas tous étre traités en
Cours-TD; c’est pourquoi les corrigés succints sont inclus a la fin du polycopié;
il est cependant vivement conseillé aux étudiants de chercher sérieusement les
exercices avant de regarder la solution.
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Chapitre 1

Trigonométrie

Utilisée pour déterminer des distances inaccessibles en navigation, topographie,
astronomie, la trigonométrie, qui traite des relations entre les cotés et les angles des
triangles, est un outil mathématique employé aussi en physique pour modéliser
les phénomenes périodiques comme par exemple les vibrations en mécanique,
acoustique, électricité ou en optique.

1.1 Fonctions trigonométriques.

Le cercle trigonométrique de centre O, de rayon 1, est orienté dans le sens inverse

. . H . . —> —>
des aiguilles d"une montre. On note OA le vecteur unitaire et mes(OA,OM) =z
la mesure de I’angle exprimée en radians a 27 pres ou en degrés. On a la corres-

pondance : 27 radians = 360 degrés qui donne x radians = — z degrés et
T
™ .
réciproquement z degrés = —— x radians.
180
Yy Y
On définit les fonctions trigonométriques :
to N\
. . — S| M
sin : ¢ — sinx = Os ordonnée de M X
cos : ¥ — cosx = Oc abscisse de M 0O cla X
sinx
tan : v —— tanx = = Ot.
cos

Le théoreme de Pythagore appliqué au triangle OMc permet d’écrire la formule
fondamentale de la trigonométrie circulaire : cos? z + sin® z = 1.

e La fonction # —— sinz est définie pour tout = de R. Elle est impaire puisque
sin(—z) = —sinz et de période 27 ; son graphe est donc symétrique par rapport
a 0. Comme sinz = sin(m — z), le graphe est symétrique par rapport a la droite
d’équation X = 7; il suffit donc d’étudier la fonction sur l'intervalle [0, 7] et
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pour obtenir le graphe complet d’effectuer les symétries, puis les translations de
vecteur 2kmi (k € 7).

La dérivée est sin’ x = cos z, d’ot1 le tableau de variations et le graphe

T 0
sinfz |1+

sinz |0

— [en BRI SIE]

. —2n/T\ Iy/\ I2n/\ X
NI TN

1
T T T N
\./ 21

e La fonction z —— cosx est définie pour tout z de R. Elle est paire puisque
cos(—z) = cosx et de période 27 ; son graphe est donc symétrique par rapport a
Oy il est aussi symétrique par rapport au point (7,0) car cosz = —cos(m — ) ;
il suffit donc d’étudier la fonction sur l'intervalle [0, 7] et pour obtenir le graphe
complet d’effectuer les symétries, puis les translations de vecteur 2k (k € Z).

La dérivée est cos’ v = —sinz, d’ou le tableau de variations et le graphe
x |0 5
cossz |0 — -1

cosz |1\ 0

SN AN N
T N I NP N

e La fonction z —— tanz est définie pour x # % + kn (k € Z). Elle est impaire
puisque tan(—xz) = — tanz et de période 7 ; son graphe est donc symétrique par
rapport a O et de plus admet pour asymptote la droite X = 7 car

lim tanxz = +o0; il suffit donc d’étudier la fonction sur I'intervalle [0, 5[ et pour
x—m/27
obtenir le graphe complet d’effectuer la symétrie, puis les translations de vecteur
2kmi (k € Z).

La dérivée tan’ x =

5— donne le tableau de variations puis le graphe
cos? x

tan'z |1  + 4o
tanz |0 /7 400




)] ) )s) )

#sn /e /1| /o= wm / o
2 2 2| o 2 2 2
-2
1.1.1 Formulaire de trigonométrie
sin(Z — z) = cosz sin(r — ) = sinx sin(m + ) = —sinx
cos(3 —xz) =sinz cos(m —x) = —cosx cos(m 4+ x) = —cosw
1
tan (% — z) = p— tan(m —x) = —tanz tan(m + ) = tanx

cos(a + b) = cosacosb — sinasinb

sin(a 4+ b) =sinacosb+sinbcosa

cos2a = cos?a —sina =1 — 2sin?a = 2cos?a — 1
sin 2a = 2sina cosa

tana + tanb 2tana
t )= —M— tan2¢ = ———
an(a + b) 1 —tanatanb A = a2 a
cosacosb = 1 (cos(a+b) + cos(a — b))
sinasinb = 1(cos(a — b) — cos(a + b))

1

2

sinacosb = 1 (sin(a + b) + sin(a — b))

sinp+sinq:2sinp+qcosp_q
2 2
cosp—i—cosq:Qcosp;_qcospgq
. o p+q . p—gq
sinp — sinq = 2 cos sin
2 2
B . ptqg . p—q
cosp — cosq = —2sin 5 sin 5
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cos’ t = —sinzx tan’z = 1+ tan’z = 5
cos? x
sin' ¥ = cosx
sin x . cosx—1
lim =1 lim =0
z—0 o z—0 T
1.1.2 Valeurs remarquables
x 0 & 1 3 7 | T
. V3 V2 1
COS T ]_ 5 5 ) 0 — ]_
® 1 V2 V3
sin x 0 3 5 5 1 0
tan x 0 ? 1 \/5 0

1.2 Fonctions réciproques des fonctions trigonométriques
1.2.1 Fonction réciproque de la fonction sinus

La fonction z — sinz est une fonction continue monotone strictement crois-
sante de [—7/2,7/2] sur [—1, 1]; elle admet donc une fonction réciproque, notée
Arcsin, continue monotone strictement croissante de [—1, 1] sur [—7/2, /2], dont
le graphe est symétrique de celui de x — sinz sur [—7/2, 7/2] par rapport a la
premiére bissectrice. Ainsi

a5

y = Arcsinx <= x =siny avec y € [—5,5

De plus, pour tout z € |—1,+1[on a

dy 1 1 1

dx j—z_cosy_\/l—xQ

car cosy > 0 pour tout y € |—7/2, 7/2[. D’ou

1
Arcsin’w:ﬁ Ve e |-1,+1].
—x
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Arc sinx

450 |

0 1 X

|
NP

1.2.2 Fonction réciproque de la fonction cosinus

La fonction # +— cosz est une fonction continue monotone strictement
décroissante de [0, 7] sur [—1, 1]; elle admet donc une fonction réciproque, notée
Arc cos, continue monotone strictement décroissante de [—1, 1] sur [0, 7], dont le
graphe est symétrique de celui de x — cosz sur [0, 7| par rapport a la premiere
bissectrice. Ainsi

y = Arccosz <= x =cosy avec y € [0,7]

De plus, pour tout z € |—1,+1[on a

dy 1 1 -1
dr d_IB - —siny 1 — 22
dy

car siny > 0 pour tout y € |0, 7[. D’ott

—1
Arccos’lei Vo e |—1,+1].

Arc cosx




1.2.3 Fonction réciproque de la fonction tangente

La fonction = —— tan x est une fonction continue monotone strictement croissante
de |—7/2,7/2[ sur R; elle admet donc une fonction réciproque, notée Arctan,
continue monotone strictement croissante de R sur |—7/2,7/2[, dont le graphe
est symétrique de celui de  —— tanx sur |—n/2, 7/2[ par rapport a la premiere
bissectrice. Ainsi

oI
y = Arctanz <= x = tany avec ye]—g,i[

De plus, pour tout = € R on peut écrire formellement :

dy 11 1
de  dr  1+tan’y 1+2?
dy
D’ou .
Arctan’ x = Vo € R.
+ 2
YAnm
2
\ﬂArc tanx
450
(@] X
_m
2

1.3 Applications de la trigonométrie a la géométrie
Relations entre les éléments du triangle plan.

— Equation fondamentale: oo + f + v =7

(Tracer par un sommet la parallele au coté opposé.)
C

— Théoréeme des sinus: —— = —— = —
sinaw  sinf  sinvy

(H étant la projection orthogonale de A sur BC, calculer AH en fonction de -y puis de
3.)

— Théoreme des projections : a = bcosy + ccos 3

— Théoreme du cosinus : a® = b* + ¢* — 2bc cos o
(Ecrire les 3 équations du th. des projections et multiplier par a, —b, —c)



1.3.1 Coordonnées Sphériques (R, 0, )
—_—
On pose [OM| = R, R € [0, +o0]
La colatitude est'angle 6 = (Oz,OM) avec 0 € 0,7
Lalongitude est'angle ¢ = (Ox,0Om) avec ¢ € [0,2n]

Formules de passage des coordonnées sphériques aux cartésiennes :

x = Rsinf cos ¢, y = Rsinfsin @, 2 = Rcos@.

1.4 Complément sur les fonctions réciproques

1.4.1 Fonction croissante, décroissante, monotone, bijective, réciproque

Soit f: D C R — R.
— On dit que f est une fonction croissante (resp. strictement croissante) sur D si :

VZL’l,VIQ eD 1 <z9y— f(ZL’l) < f(l‘g)
(resp. T < Ty — f(.fEl) < f(l’g))

— On dit que f est une fonction décroissante (resp. strictement décroissante) sur D
Si:

VZL’l,VIQ eD 1 <z9y— f(ZL’l) > f(l‘g)
(resp. T < Ty — f(.fEl) > f(l’g))

— Une fonction croissante ou décroissante est dite monotone.

— Une fonction f de [a, b] sur [c,d] est une bijection si et seulement si I'équation
f(x) = y a une solution unique dans [a, b] quel que soit y dans ¢, d]. Désignons-
la par z ; on peut alors définir la fonction

¢:le,d] —[a,b]  yr—x=0p(y).
@ est bijective car  y = f(z) <=z = ¢(y)

10



La fonction ¢ est appelée fonction réciproque de f; on la note f~' et

Veela b Wyeled y=flz) < z=f"1()

avec
vyeled f(f'(y)=y et Voelab [f'(flx) ==

1.4.2 Théoreme des fonctions réciproques

Une fonction continue f strictement monotone sur |a, b] est une bijection de [a, b] sur
[f(a), f(b)] sielle est croissante, sur [f(b), f(a)] si elle est décroissante. La fonction
réciproque f~! est elle aussi continue et strictement monotone.

- CONSTRUCTION DU graphe DE f~! A PARTIR DE CELUI DE f.

Dans un repere orthonormé, les points (z,y) et (y,x) sont symétriques par rap-
port a la premiére bissectrice; comme y = f(z) et f~!(y) = z il en est donc de
méme des points (z, f(z)) et (y, f~*(y)) pour tout z € [a,b]. Les graphes sont
donc symétriques par rapport a la premiere bissectrice.

- DERIVEE DE LA FONCTION z — y = f~!(xz).
Si f est dérivable et si f'(y) # 0, en dérivant ’équation
f(fY(z)) =z Vz € [¢,d] on obtient f'(f~'(x))(f~!)(z) = 1 donc

1
—1y/ ) =
(V@) =503
que l’on peut écrire
dy 1
ds =@
dy

Exemples. 1° Soit f la fonction définie par z — f(x) = 2% f est continue et
strictement croissante de [0, +oo[ sur [0, +oc[, donc f~! existe et est strictement
croissante. f étant dérivable sur |0, +oc[, il en est de méme de f~! sur |0, +-o0].
On la note y = /= ety = \/x ce qui équivaut a = = y* avec (y > 0). Calculons
sa dérivée : . . )

/
Ve =ty =~ ave

2° Soit f la fonction x — f(z) = 1/x de |0, +00] sur |0, +o0] on a
f~Y(z) =1/x de]0, +o0] sur |0, +0o0].

3° Soit f la fonction x — f(x) = Inz de |0, +oo[ sur R on a
f~Yz) = e* de R sur [0, +o0].
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Exercices

1.1. Trouver en radians toutes les solutions des équations suivantes :

a) COST = @ b) Sin 31’ = ﬁ C) SinOé — 1
d) 008296:? &) tana = /3 f) tandz — —/3

1.2. Trouver en radians les solutions des équations suivantes :

a) cos3zr + cos2x =0 b) 1+ sinz = cos2z
2
¢) sin2xsindx =1 d) cosx—sinng

1.3. La mesure d’un angle est de 15°. Quelle est sa mesure en radians ?
La mesure d'un angle est de 1.3 radians. Quelle est sa mesure en degrés ?

1.4. Trouver en degrés les solutions de I'équation :
sin(2x — 60°) = sin(3x 4 45°)

Donner les solutions dans l'intervalle [0°, 360°.

V341

V3—1

1.5. Trouver a en radians, a € [0, 7/2], tel que tan v =

1.6. (Extraits de controles.)

a. (P1-06) Résoudre dans R, puis dans [0, 27| I'équation trigonométrique :
cos(3x + %) =0

b. (P1-07) Résoudre dans R, puis dans [0, 27| 'équation trigonométrique :
V6cosh —/2sinfh — 2 = 0.

(On pourra écrire \/6 cos § — /2 sin 0 sous la forme : 7 cos(z + ). )
5 5
c. Calculer cos % en fonction de /2 et /3. (Noter que : 5= 1—(
1.7. Calculer la dérivée de chacune des fonctions suivantes :

i 1+ 2
a) f(z)= :;232 + 2tanx b) g(x) = Arccos 4/ #

1.8. Etudier et représenter graphiquement les fonctions suivantes :

1
3 4

a) x+—— Arccos (cos :E) b) z +—— cos (Arc cos :E)

12



1.9. Etudier et tracer le graphe de la fonction ¢ de R dans R définie par :
(x) = Arcsinx + Arccos z.
(Chercher le domaine de définition et calculer la dérivée de ).

1.10. Simplifier I'expression 4/ (1 — v/3) ’, puis résoudre I"équation :

4sin®z —2(1 4+ v/3)sinz + /3 =0.
1.11. La fonction t —— Acos(wt + ) est utilisée en physique pour décrire les
mouvements oscillants, tel celui du pendule.

Montrer que t — f(t) = accoswt + @sinwt peut s’écrire sous cette forme.
Application numérique : f(t) = cos 2t + 3sin 2¢.

1.12. Résoudre dans R I'équation :
coszx + \/5 sinex =m
lorsque a) m=1 b) m=2 c)m=3 (Extrait P1 - 06).
Trouver les solutions dans R et dans [0, 27| des deux équations :
V3cos2r —sin2x =1 et \/3cosx +sinx =+/2 (Extrait P1-07).

1.13. Application de la trigonométrie aux calculs de distances :

a) Calculer la distance du point O au point B visible, mais non accessible, connais-
sant 3, 3’ et b.

b) On mesure b, a, 3 et (3'; cal- B
culer la hauteur AB d’une
montagne relativement a un
plan horizontal.

¢) Distance Terre - Lune : on
connait «, 7 et R. Montrer

que
B cos 3 0 M
OL= Rcos(oﬁ—ﬂ)‘ v

d) Comment calculer la distance Terre - Soleil connaissant la distance Terre -
Lune?

1.14. Calculer la distance Paris - New York en nautiques et en kilometres. Paris est
a 48°50'11"” de latitude Nord et 2°20'14” de longitude Est et New-York est a 40°44’
de latitude Nord et 73°56’ de longitude Ouest. Le nautique est une unité d’angle
correspondant a une minute. Le rayon moyen de la Terre est R = 6368 km.

1.15. Le signal d’un satellite L du réseau GPS met le temps 7 = 0.0692s pour
transiter de L a M’. On donne, les notations étant celles de 1’exercice 1.13 :

OM' = 6368km; OL = 26000km (révolution 12heures) et ¢ = 299790km.s™ .
Calculer la latitude oo = (OL, OM’).

O e O e O @O
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Chapitre 2

Les nombres complexes

Certaines équations polynomiales a coefficients réels n’ont pas de solution dans
R ; c’est le cas de I'équation du second degré z*+1 = 0 puisque tout carré de réel
est positif. D’ot1 I'idée de construire un nouvel ensemble, I'ensemble des nombres
complexes noté C contenant les nombres réels et les solutions de ces équations.
On pourrait penser que cet ensemble est difficile a décrire, mais il n’en est rien
puisqu’il suffit d’adjoindre a R le nombre i, racine de I'équation z* + 1 = 0.
Les nombres complexes, que 1’on va étudier maintenant, sont trés employés en
mathématique et en physique (électromagnétisme , mécanique quantique). L'équation
de Schrodinger, étudiée en cours de Chimie, utilise explicitement le nombre i.

2.1 Définition et propriétés de C

On définit ’'ensemble C comme 1'ensemble des nombres » = a+ibavec (a,b) € R?
et i> = —1. Cet ensemble est muni d’une addition et d’une multiplication, notées
+ et - respectivement, définies a partir de I’addition et de la multiplication de R
de la facon suivante :

(a+ib) + (a' +ib') = (a+d') +i(b+ V)
(a+ib) - (d' +ib') = ad’ +iab + ia'b+ i*bb’
= (aa’ —bb") +i(ab’ + ba')

Soit z = a + ib. On écrit a = Rez et b = Im 2z qui s’appellent respectivement la
partie réelle et la partie imaginaire de z .

On a donc b = Im z = 0 si est seulement si z est un nombre réel. Si a = 0, c’est-a-
dire z = Im 2, on dit que z est un nombre imaginaire pur.

C est un corps commutatif ; en particulier tout complexe a + ib # 0 c’est-a-dire
(a,b) # (0,0) a un inverse a’' + ib’ avec (a + ib)(a’ + ib') = 1 donc

/ a / —b

a? + b? GENE
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z est représenté par le

point M M@

ou par b7
—

le vecteur OM = (a, b). y

z est I'affixe de M, : e
M est I'image de z. ol

M@

FIG. 2.1: Représentation d’'un nombre z = a + ib dans le plan (dit plan de Cauchy)

Exemples de calcul dans C:

1
1+ 2 24+51)=3+T1 14+20)(2+52) = —8+9: et = — — —
(1+2i)+ (2 +510) + 70, (14 24)(2 4+ 59) +9i e 7% =& =i

2.2 Complexes conjugués

On note 7 le conjugué de z :

siz=a+ib z=a—ib  2=arh
Géométriquement ~ 'image
X7 — o O
M de % est symétrique de |
I'image M de z par rapport * Z =a bi
al’axe ox.
Propriétés.
Z =z 21+ 2 =21+ Z9
_ _ <21) Z1
Z1R9 — Z1.29 — | = =
z9 Z9
z+7Z=2Rez z—7Z=2Imz
1 F
Z=ad>+bsiz= b = 0
2Z=a"+ z=a+1 o S (z #0)
1
Exemple. Calcul de z = .
1+2

Solution. On multiplie numérateur et dénominateur par ’expression conjuguée
de 1 + 2i, soit 1 — 2i.
1-2  1-2 1-2

1 O
(1+2i)(1—-2) 1+4 5 5

2
— —i.
)

2.3 Forme trigonométrique des nombres complexes
2.3.1 Module de =

Soit z = a + ib. Le module de z, noté |z| ou p, est défini par

lzl=p=Va® +12=V2z

15



Remarquons que |z| = p > 0.

Propriétés.
2|=02=0<a=0=0 |z| = |Z]
|Rez| < |7 [ Tm 2| < |z]
51221 = el )l
2 |22

|Zl -+ 22‘ S |Zl| + |Zg‘

Remarque. Les complexes z tels que |z| = p ont leur image située sur un cercle de
centre 0, de rayon p.

2.3.2 Argument de 2
Soit z = a + ib. Alors,ona z # 0 < (a,b) # (0,0). Soit M(z) I'image de z.
— —

§ = (0x,0M) : angle
défini a 27 pres, des demi-
droites Oz et OM dans le
plan orienté. p=VaZ+b?
¢ est un argument de z.

p= |O—]\)/[| =va?+ b est

le module de z. Pour tout z # 0, § est défini par :

M(2)

a

cosﬁzﬁ = a=pcosb,
b
Sinezﬁ = b:psme

On appelle “Argument principal” de z 'argument 6 de z tel que —7 < 6§ < m. On
le note Arg z.

2.3.3 Forme trigonométrique et forme exponentielle

p et 0 étantle module et ’agument de z, on peut écrire la forme trigonométrique :
z=ua+1ib=pcosh+ipsinf = p(cosf + isinb)

Calculons maintenant le produit :
22! = pp/(cos(0 + 6') + isin(f + ')

Ce résultat, qui rappelle la propriété fondamentale de I’exponentielle, suggere la
notation dite exponentielle de = :

z = pe® avec e = cos B +isind.

16



Remarque. a) Tout complexe de module 1 s’écrit :
cos + isin 6§ ou e”.
b) Deux complexes sont égaux s’ils ont méme module et sileurs arguments different

d’un multiple de 2.

2.3.4 Formule de Moivre

u € C |ul=1 wuy =cosb + isinby, )
Soient{ ! il ! ! " Calculons le produit :

us € C |ug| =1 wuy = cosby + isin 6.

uyug = (cos 01 cos By — sin 6y sin Oy) + i(sin 6y cos 05 + cos b sin 6;)
= cos(by + 02) + isin(f; + 65)

que l'on peut écrire simplement :
ei91 . €i02 — 6i(91+92)

En faisant 6, = 6, et un raisonnement par récurence sur n on obtient la Formule
de Moivre :

(cos@ +isinf)" = cosnf +isinnbh, n € Z

2.3.5 Formules d’Euler

¢if 4 =it
. ) e’ =cosh+isinf cos = 9
Par addition et soustraction 0 o donne 0 0
e " =cosf —isinf ) e —e™
sin = ———
21

APPLICATIONS :

— Expressions de cos n#, sin nf sous forme de polyndmes en sin § et cos 6.
— Linéarisation de cos™ 6 et sin™ 6.

2.4 Equations dans C
2.4.1 Racines carrées d'un complexe

Exemple. Trouver z tel que z° = a avec a € C donné.

17



Solution. a) Sia = pe' avec p > 0, posons z = re'?

alors
2 _
2 _ 2,20 _ il r=p
= pe {2¢:0+2k7r (keZ).
qui donne
r=./p r=4/p
0 L d’ou 0 0
SD—§+ @ v1=75 902—§+7T

On a donc deux solutions :

2 = \/562'9/27
= /PO = _ peti®2 =

b) Sia = o+ i, posons z = = + iy ; alors :

Py =aq
20y = 0
Onaaussi |2?] = 2% +y* = \/a? + (32 = |a|, ce qui donne :

5  a+/a?+ 2
€T =
2

,  —a+y/a?+ (2
Yy = 9

on obtient 2 solutions car sgn(zy) = sgn(f3).

2.4.2 Equations du second degré dans C

Ce sont des équations de la forme :
az’ +bz+c=0 (a,b,c) €C* a#0

. L b c
soit apres division par a P4 -z+-=0
a a

uis + AN 4 + ¢ 0
A e — _ —_— =
P 2a 4a?2  «a

ot +b 2 b2—4ac_0
i 2a 4a2

On pose A = b* — 4ac et on cherche les racines carrées de A dans C par l'une des
méthodes précédentes.

Soient § et —¢ (images symétriques par rapport a 0) ces deux racines opposées.

On obtient alors
b+

21 =

ot —b—94
z _—
2a 2 2a

Il y a toujours deux racines (distinctes ou confondues).
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2.4.3 Equations 2" =a avec n € Z et a € C donné.

Exemple. Résoudre dans C 'équation z° = 1.

. Posons z = pe'?; I’équation s’écrit alors : (pe™#)® = e?*™ qui se scinde en :

p° =1 . p=l
{ sp=2kr P00\ o, :2’%” (k€ Z)
Explicitons les solutions 2z, = e2#7/> k =0,1,2,3,4:
zo = 1, zlzei%ﬂ, ZQZei%, 23:ei6?7r et 24:ei8?w.
En effet, o5 = 10% = 271, donc z; a méme image que 2.

Il en est de méme pour z;, k> 5ouk < 0.

Ci-dessous on a tracé les images des racines dans le plan de Cauchy :

I y a 5 racines
équiréparties sur le
cercle unité.

O

Plus généralement, dans C, toute équation polynomiale de degré n a n racines
(distinctes ou confondues).

2.4.4 Réduction de I’expression E = acoswt + bsinwt (a # 0)
Sil'onpose z=a—1b,

b a
——, oS = ——
a? + b? a? + b?

Wt = g coswt + bsinwt + i(asinwt — bcos wt)

et r = Va2 + b2

alors z =re? avec sing = —

Puisque ™' = coswt + isinwt, ze
et ’on reconnait F = Re(ze™")
mais aussi :

E = rRele'@9)] = rRelcos(wt + ¢) + isin(wt + ¢)] = r cos(wt + ¢).

On obtient finalement la forme réduite :

, COSp = 9 et r=+va®+ b

E = rcos(wt + avec Siny = ———
(i) v a?+b? a? + b?
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Exercices

1
2.1. a) Calculer sous la forme cartésienne a + ib le nombre complexe — sachant
z

1 ,
quez:§+gz. .
b) Simplifier 'expression Z = E +Z.;7.
—1

2.2. Résoudre l'équation (1 + i)z = 3 + 1.

1
2.3. a) Trouver les nombres z € C tels que Z = (z + 1)— soit réel.
b) Trouver les nombres z € C tels que Z = (Z — 2)(z — 1) soit imaginaire pur.

2.4. Calculer les modules des nombres complexes suivants :

y Lt by (2300150
1—i (44 iv/10) (V12 — 4)
c) a(cosf+isinf) a€R d) 14 cos@ +isind
L+ N

2.5. Montrer que si A € R, alors Y
— i

2.6. Développer cos 30 et sin 30 sous forme d"un polynéme en cos ¢ ou sin 6.
2.7. Linéariser cos? 0, sin® @ et cos® 6.

2.8. Ecrire sous forme trigonométrique ou exponentielle les nombres complexes
suivants :

a) z1=1+1iV3 b) zo=—1+i
- (1 —1iv/3)?
c) z3=14cosf+isinf 0 c[0,27] d) Z:W
2.9. Résoudre dans C l'équation z* = —1.

2.10. Calculer le module et I’argument de 4v/2(1 — 7) ; en déduire sa forme expo-
nentielle et les solutions dans C de 1'équation 2* = 41/2(1 — i) ; représenter ces
dernieres dans le plan complexe. (Extrait SV)

2.11. (Extrait SV) Ecrire sint et cost sous forme exponentielle et calculer les coef-
ficients de 1’expression

sin® t cos® t = a sin 5t + bsin 3t + csint Vvt € R.

2.12. a) Calculer sous forme algébrique les racines carrées du nombre complexe
35 — 12u.
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b) Résoudre dans C l'équation z* — (10 + 3i)z + 14 + 18 = 0.  (Extrait SVL1)

2.13. (Extrait SVL1 P1 06-07)

1. Résoudre dans C I'équation : 6% =24+ 104

2. Résoudre dans C l'équation : 2+ (1—-4)z—6-3i=0.
2.14. (Extrait SVL1 P1 06-07)
Il s’agit de résoudre dans C 1'équation :

44=0 (E)
1. Combien cette équation admet-elle de solutions dans C?
2. Donner le module et I'argument de —4.

3. Résoudre I'équation (£) et donner les solutions sous forme exponentielle,
puis sous la forme algébrique.

4. Placer les solutions de (£) dans le plan complexe.

2.15. (Extrait SVL1 P1 07-08)
V2

6
1. Calculer le module |z | et 'argument ¢, du nombre complexe z; = - = 27

2. Calculer le module |z;| et 'argument ¢, du nombre complexe z, = 1 — 1.

3. Calculer le module et I'argument de ? .
2
4. A partir de la forme algébrique de z; et de 2, calculer les parties réelle et

. o z : m .
imaginaire de = et déduire la valeur de cos T et de sin Th
22

2.16. (Extrait SVL1 P1 07-08)

3.1. Calculer le module et 'argument de 7, puis résoudre dans C l'équation :

=4,

3.2 Utiliser les résultats de 2.4 pour donner les solutions sous la forme algébrique
a + b.

2.17. (Extrait SVL1 P1 07-08)

1.a Résoudre dans C lI'équation : §? = 8 + 6i

1.b Déterminer les solutions de I'équation : z? + 4z +3 =0

et montrer que les deux équations :

> +4x+3=0et 2°+22° —2+6

ont une solution commune unique que 'on déterminera.
On considere dans C le polynome P(z) =iz2® + (2i — 1)z — (i + 4)z + 3(2i — 1).

2. On suppose d’abord z = z € R ; séparer parties réelle et imaginaire et mon-
trer que P admet une racine réelle que I’'on déterminera.

3. Développer l'expression (z+3)(az*+bz+c) puis par identification, déterminer
les coefficients a, b et ¢ tels que (z + 3)(az? + bz + ¢) = P(2).

4. Résoudre dans C l'équation P(z) = 0 et placer les solutions dans le plan
complexe.

O e O @ O @O

21



Chapitre 3

Fonctions puissances

3.1 Calcul sur les exposants entiers

Soita,b € R n,p € N.

a"=ga---a a"a’ =a""P (") =d" (ab)" =a"b"

n facteurs

et poura € R*

. . . 1 1 a
a"? =qa" impliqued’ =1lpuis a'=~- a"=— —=a""?

3.2 Calcul sur les exposants fractionnaires

Soita e RY p,p’ € N ¢, € N* et p/q irréductible.

at=a = (@Y =a=ad"?=Vaet o’ =Va (¢g>3)
aPl1 = (ap)l/q — (al/q)p (&p/q)n — gw/a

/
aia? —qgatd (ap/q)p’/q’ _ gl — R o’
a P4 = 1 — 1
apb/1 9/ P

3.3 Fonction puissance z+— 2 a € R

Par définition z® = ¥ pour z > 0. Lafonction est continue et dérivable,
de dérivée (z%) = az* !

Pour o > 0 la fonction  — z* est donc croissante et décroissante pour o < 0.
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3.4 Graphes de la fonction puissance x — z“ pour z > 0

y a>1

a=1
[ E—
(e} 1
y

a=1

1= O<a<l1
O 1
(e} 1

Au point (0,0) : tangente horizontale

A l'infini :

Type:

branche parabolique
de direction Oy

_ .2 ,3/2
y=a% 2%

Au point (0,0) : tangente verticale

A l'infini :

Type:

rz— +0:
A linfini :

Type:

branche parabolique
de direction Ox

Y :x1/2,a:2/3,...

asymptote x =0
asymptote y = 0

Y= :1:’1/2,35’2/3, S
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Exercices

3.1. Simplifier puis calculer :

YO RN O
d) (0.64)°5 &) (2—1)2/3 f) 00078125

3.2. Simplifier les expressions :

P L (e o VAR
 V/16v/16" 3/2048 VY

-,

3.3. (1) Dans un repere orthonomé (O; 1, j), tracer les graphes des fonctions sui-
vantes :

a) v+ x° b) z+ 23

1 2

C) T~ d) z+— 2~

(2) Ecrire les équations des tangentes aux courbes représentant les fonctions au
point d’abscisse x = 1. Tracer ces tangentes.
(3) Méme question pour le point d’abscisse z = —2.

3.4. Tracer succinctement les graphes des fonctions suivantes définies sur R, :

1/4 1/2 4/3

a) r— b) z+— x~ C) T

-2/3 3/5 7/3

d z— =z e) r—u f) r—ux

3.5. (1) Etudier et tracer dans un repeére orthonomé le graphe représentant la
fonction f de R dans R définie par

1
— 3 -
r— f(zr)==x +x1/3‘
(2) Montrer que le graphe de f admet un point d’inflexion dont on calculera les
coordonnées.
Un point d’inflexion est un point du graphe pour lequel la dérivée seconde s’an-
nule et change de signe.
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3.6. Etudier la fonction f de R’ dans R définie par

:1:&—>j‘“(3c)::ic+L

Jz

et construire son graphe.

Indication : Pour déterminer le signe de la dérivée de f, on sera amené a étudier
la fonction

g:x— g(x) =2x/x— 1.

3.7. (1) Tracer succinctement le graphe de la fonction

gz z*?
et résoudre dans R I'équation
243 — 16 = 0.
(2) Etudier ensuite la fonction f définie sur R par
48
e f(r)=x+ puyEs

3.8. (Extrait P.2. 06-07 et 07-08.)
Pour a>0,b# 0, ¢ # 0, simplifier les expressions suivantes :

Vad Va2 _(=a?)? (be)?c?  Va _(a+1)Va
e DT @ar T amgs P g

3.9. On sait que les pertes de chaleur d"'un mammifere sont proportionnelles a la
surface de sa peau, alors que la quantité de chaleur produite par le métabolisme
interne est sensiblement proportionnelle a sa masse. Dans ces conditions, expli-
quer pourquoi un bébé (sphérique ou cubique) craint plus le froid qu'un adulte
(dont la masse est d’environ 20 fois supérieure).

A:

3.10. Fractale de von Koch.

Tracer un triangle équilatéral de coté de mesure 1, puis diviser chaque coté en
trois segments de longueurs égales et substituer au tiers central les deux autres
coOtés du triangle équilatéral construit sur ce segment a l'extérieur du triangle
initial. Réitérer la construction sur chacun des nouveaux cotés obtenus.

a. Montrer que périmetre P,, du “flocon” obtenu apres la n-iéme itération est
P, = 3(3)" Quelle est la limite de P,, quand n — +00?
b. Cependant remarquer que l'aire du “flocon limite” est finie.

O e O @ O @O
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